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» Il s’agit de déterminer I'espace (C°(E)), des formes
linéaires continues G-invariantes.



Topologie de Schwartz

Soit E 5 M un fibré vectoriel C* au-dessus d'une variété
différentiable de dimension m. Désignons par C*°(E) I'espace
de toutes les sections C*° muni de la topologie C*°, celle-ci en
fait un espace de Fréchet (i.e. espace vectoriel topologique
localement convexe séparé métrisable et complet).



Topologie de Schwartz

Soit E 5 M un fibré vectoriel C* au-dessus d'une variété
différentiable de dimension m. Désignons par C*°(E) I'espace
de toutes les sections C*° muni de la topologie C*°, celle-ci en
fait un espace de Fréchet (i.e. espace vectoriel topologique
localement convexe séparé métrisable et complet).

» C°(E) désignera |'espace des sections C*°a support
compact muni de sa topologie usuelle (de Schwartz) : Une
suite (0,) converge pour cette topologie vers o si, et
seulement si, il existe un compact A de V tel que

supp(o) C A, supp(o,) C A pour tout n, et o,—0 au sens de
la topologie C*.



Topologie de Schwartz

Soit E 5 M un fibré vectoriel C* au-dessus d'une variété
différentiable de dimension m. Désignons par C*°(E) I'espace
de toutes les sections C*° muni de la topologie C*°, celle-ci en
fait un espace de Fréchet (i.e. espace vectoriel topologique
localement convexe séparé métrisable et complet).

» C°(E) désignera I'espace des sections C*>°a support
compact muni de sa topologie usuelle (de Schwartz) : Une
suite (o,) converge pour cette topologie vers o si, et
seulement si, il existe un compact A de V tel que

supp(o) C A, supp(o,) C A pour tout n, et o,—0 au sens de
la topologie C*. |l s’agit en fait d'une topologie limite
inductive stricte d'espaces de Fréchet, qui est plus fine que la
topologie C* et fait de C2°(E) un espace vectoriel
topologique localement convexe séparé et complet (non
métrisable en général) souvent appelé espace L.F.
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Sections-distributions

Une forme linéaire continue sur C2°(E) est dite
section-distribution du fibré £ 5 M.

Dans le cas particulier du fibré A™~PT*(M) (produit extérieur
(n — p)-fois du fibré cotangeant T*(M) a la variété M), on
obtient la notion de p-courant (de De-Rham) sur la variété M
(ou distribution (de Schwartz) sur M en prenant le fibré
trivial E = M x IR) : On note Q"P(M) I'espace des

m — p-formes différentielles a support compact; un élément T
du dual topologique CP(M) de QI'"~P(M) est appelé p-courant
(ou courant de degré p) sur M; I'évaluation de T sur w sera
noté < T,w >.
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G-fibrés vectoriels

Soit E = M un G-fibré vectoriel (La projection 7 est
G-équivariante et I'action de G sur E est par des
isomorphismes linéaires entre fibres.

» L’action induite de G sur C°(E) (et sur C*°(E)) est
décrite par : pour g € G et o une section du fibré, go est la
section donnée par :

(g0) (x) =go(g™'x) YxeM

Définition
o est dite G-invariante si pour tout g € G, g-0 =0

Si X}, désigne un champ fondamental sur M associé a h € G,
et 0 € C*(E), la dérivé de Lie Lx,o est la section :

(L, 7)(x) = %ho((exp th)o)(x) Vx € M
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Actions propres

Definition
Une action de G sur M est propre si pour tout compact C de
M I'ensemble

{g€G/gCNC#0}

est compact.
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Actions propres

Definition
Une action de G sur M est propre si pour tout compact C de
M I'ensemble

{g€G/gCNC#0}

est compact.

Exemple.

@ Soit E un espace euclidien. Le groupe G = O(E) x E des
isométries de E opérant sur E par : (u, b) - x = u(x) + b.
Cette action est propre.

@ Le groupe Aut(U, J) des transformations bi-holomorphes
d'un ouvert borné simplement connexe de C opere
proprement sur U.
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Définition équivalente

On rappelle qu'une application f : M — N est dite propre si
I'image réciproque d'un compact est un compact.
Proposition.
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Définition équivalente

On rappelle qu'une application f : M — N est dite propre si
I'image réciproque d'un compact est un compact.
Proposition. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

© L’action de G sur M est propre.

@ L'application GXM > (g, x) — (g - x,x) € MxM, est
propre

© Pour tout compact C de M, I'application
GxC>(g,x)— g-x € M, est propre.
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Remarques

@ Si G est compact, toute G-action est propre.
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Remarques

@ Si G est compact, toute G-action est propre.

@ Si M est compact et G — Diff(M) une action propre,
alors G est compact.

@ Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une action
soit propre est la suivante :
Pour toute suite (g,, x,) € G x M, telle que g, - x, — y et
X, — X, la suite (g,), admet une sous-suite convergente.
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@ Soient G un sous-groupe fermé de H et K est un sous
groupe compact de H, alors I'action homogene naturelle
de G sur H/K est propre.
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@ Soient G un sous-groupe fermé de H et K est un sous
groupe compact de H, alors I'action homogene naturelle
de G sur H/K est propre.

@ Soit HxM — M une action transitive d’'un groupe de Lie
H sur une variété M, tel que le groupe d'isotropie en un
point soit compact. Alors I'action induite de H sur M est
propre. Par exemple I'action

a b ,_ 2z +b
c d cz+d
de SL(2,IR) sur le demi-plan de Poincaré IH est transitive

et le groupe d'isotropie en i est SO(2) donc cet action
est propre.
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Soit (E * M) un G-fibré vectoriel propre, G un groupe de Lie
connexe et unimodulaire.
Pour tout o € C°(E) et pour tout x € M, I'ensemble
{g € G/ g7'x € supp(c)} est un compact de G, a I'extérieur
duquel I'application g — (go)(x) est nulle. D'ou I'existence
de I'intégrale [.(g - 0)(x)dg. On obtient ainsi une application
linéaire

m: CX(E) — C>=(E)

o —  mo

donnée par :

(mo)(x) = / (g 0)(x)dg
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L’espace des sections a support G-compact

Le support d'une section G-invariante est G-stable par
I'action. L'espace vectoriel de toutes les sections 7 (qui sont
C et non nécessairement a support compact) telles que
supp(T) soit G-stable par |'action et supp(7)/G soit compact,
sera désigné par C~ (E). Celui-ci coincide avec C®(E) si
I'espace des orbites M/G est compact, et n'est autre que
C°(E) si le groupe G est compact.
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Une topologie d’espace L.F. sur C (E)

Notons B la famille des sous-ensembles fermés B de M tels
que B soit G-stable et B/G soit compact. Pour tout B dans
cette famille, I'espace C3°(E) des sections a support dans B,
muni de la topologie C5° (:= celle induite par la topologie
C>°) est un espace de Fréchet (puisqu'il est fermé dans
C>°(E)). On munira alors I'espace

- J e
BeB

de la topologie limite inductive stricte des topologies C5°; on
obtient ainsi un espace L.F. : Une suite (7,), dans C_ (E)
converge vers T si, et seulement si, il existe B € B tel que
supp(7,) € B, supp(t) € B et 7,—7 au sens de la topologie
C™.
L'espace C (E) des sections 7 qui sont G-invariantes telles

que supp(7)/G soit t compact, sera muni de la topologie
induite de celle de C(EY 29



Cas des courants

Dans le cas du G-fibré vectoriel AP T*(M), nous utiliserons la
notation Qg(M). Un courant T € CP(M) est alors dit
G-invariants si, pour toute forme w € Q" P(M) et tout

g€ G ona<T,gw>=<T,w> (ol gw désigne la
transposée de la forme w par le difféomorphisme associé a
I'élément g). Le sous espace de CP(M) des p-courants
G-invariants sur M sera désigné par CZ(M).
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E — M un G-fibré vectoriel propre avec G

connexe unimodulaire

L'opérateur de moyennisation
m: CX(E) — C™(E)
o —  mo

définie par :
(mo)(x) = /G(ga)(x)dg pour x € V.

Théoréme
Q Image(m) = Cq (E).
Q en tant qu'application de C°(E) vers Cq (E), m est
continue et ouverte.

Q Le noyau ker(m) est le sous-espace de C°(E) engendré

par les éléments LxT ou X est un champ fondamental.
24



Théoreme
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Corollaire

Soient G un groupe de Lie compact connexe et E = M un
G-fibré vectoriel. Désignons par F I'un des espaces C°(E) ou
C>(E). Alors on la décomposition topologique

F=F°oLcF

(LgF étant le sous-espace de F engendré par les éléments LxT
pour X champ fondamental).

Corollaire

Soit G — Diff(M) une action différentiable propre avec G
connexe et M/G compact. Alors I'espace des p-courants
G-invariants sur M s'identifie au dual topologique de
(Qm=P(M))®, espace de toutes les (m — p)-formes
G-invariantes sur M muni de la topologie C.
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Formes G-invariantes et courants

G-invariants sur G/H

Q L'espace (Q2“(G/H))® des formes différentielles
G-invariantes est isomorphe a I'espace (A*(G/#)*)".
L'action de H sur \*(G/H)* étant définie par :

(a- N +H, - u+H) =
)\(Ad(a_l)(ul) + H, s ,Ad(a_1)(uk) + H)

© Lorsque H est compact, I'espace des p-courants
G-invariants sur G/H est isomorphe a (A" "(G/H)*)".
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L’inclusion de C (E) dans I'image de m?

Soit 7 une section G-invariante de support B tel que B/G soit
compact.
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L’inclusion de C (E) dans I'image de m?

Soit 7 une section G-invariante de support B tel que B/G soit
compact. Il existe un compact A tel que B = GA. En effet :
Soit (V;); un recouvrement localement fini de B par des
ouverts relativement compacts; on peut alors écrire

B/G = Uje,p(V;) ol J est un sous ensemble fini d'indices et
p:V — V/G la projection canonique. Le compact

A= UJ'GJVJ‘ répond alors a la question.
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L’inclusion de C (E) dans I'image de m?

Soit 7 une section G-invariante de support B tel que B/G soit
compact. Il existe un compact A tel que B = GA. En effet :
Soit (V;); un recouvrement localement fini de B par des
ouverts relativement compacts; on peut alors écrire

B/G = Uje,p(V;) ol J est un sous ensemble fini d'indices et
p:V — V/G la projection canonique. Le compact

A= UJ'GJVJ‘ répond alors a la question.

Considérons ensuite une fonction C* positive, ¢ : M — IR, a
support compact telle que ¥ = 1 sur A; soit U un voisinage
ouvert de A sur lequel 1) est strictement positive.
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La section 17 est alors a support compact inclus dans GA; de
plus puisque 7 est G-invariante, il est facile de vérifier
I'égalité :

m(y1) = (My)7
ou /\/l¢ V- 1R est la fonction donnée par :
= [c¥(g 'x)dg.
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La section 17 est alors a support compact inclus dans GA; de
plus puisque 7 est G-invariante, il est facile de vérifier
I'égalité :

m(y1) = (My)7
ou /\/l¢ V — ]R est la fonction donnée par :
= [ ¥(g "x)dg. Pour tout x € U, la fonction :

g 6 G »—> (g~ x) est positive sur I'ouvert p*(U) de G (avec
px: & € G (g71x) € V), on en déduit que : (My)(x) >0
pour tout x € U. De plus, il est facile de vérifier que M,;, est
une fonction G-invariante (i.e.

(My)(ax) = (My)(x) Vae G, Vx € V). Dot : My est
strictement positive sur le saturé GU de l'ouvert U.
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Considérons alors la section J47 donnée par :

(+) (Jar)(x) = { G,
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Considérons alors la section J47 donnée par :

L) (x Si x
(*) (Ua7)(x) :{ (7 7)(x) € GU

o) sinon

Cette section est bien définie sur I'ouvert GU de M, et nulle a
I'extérieur du fermé GA de M (puisque GA = supp(7)), donc
JaT est une section C*°, qui est clairement a support compact
( supp(JaT) C supp() ).

On vérifie ensuite facilement I'égalité : m(Ja7) = 7.

Ainsi m : C2°(E) — Ce.(E) est surjective.
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