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Résumé : Ces notes sont rédigées dans le cadre de I'école mathématique africaine "Outils de
topologie algebrique et gé¢ométrique” organisée a 'UIR par CIMPA-MIMS. La géométrie des fibrés
principaux, objet de ce mini-cours, est d'une grande importance mathématique (en géométrie dif-
férentielle & topologie algébrique) et physique (théories de la relativité, de Yang-Mills et de Gauge).
Selon la formulation du probléme étudié, on peut utiliser des outils de géométrie différentielle
propres aux fibrés vectoriels ou propres aux fibrés principaux, il est tout de méme intéressant de
savoir qu’il y a souvent une correspondance biunivoque entre les deux approches (méme si par
exemple une loi de dérivation sur un fibré tangent peut ne pas provenir d’'une connexion sur le
fibré principal d’origine).

Nous nous proposons dans ce mini-cours de développer certains aspects géométriques des fi-
brés principaux (Fibrés associés, champs de vecteurs, formes différentielles, connections...) avec
comme exemple principal de motivation le cas du fibré G — G/ H. Le fibré tangent d'une variété
différentiable M peut toujours étre interprété comme fibré associé au fibré des reperes. Pour un
espace homogene par exemple G/ H on peut aussi considérer le H-fibré principal G — G/ H pour
classifier les G-fibrés vectoriels de base G/ H (le fibré tangent T'(G/ H) et le fibré produit extérieur
A T*(G/ H) en sont des exemples).

Les points abordés seront : Généralités sur les groupes de Lie, Actions différentiables de
groupes de Lie, Fibrés localements triviaux, Fibré tangent d'un espace homogeéne, Existence
de métriques riemanniennes invariantes, Actions prores et fibrés, Formes différentielles in-
variantes et cohomologie, Connections invariantes, Fibré universel et espaces classifiants (par
Mehdi Nabil). Une appendice sera consacré a des rappels sur la notion de champs de vecteurs.
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1 Groupes de Lie

Cette section est consacré a des rappels et compléments sur les groupes de Lie. Pour un cours
complet, les lecteurs peuvent consulter les ouvrages [7][9][14].

Définition 1.1. Un groupe de Lie est un groupe G muni d’'une structure de variété différentiable telle
que les applications :

1. Multiplication: GxG 2.6, 1(81,82) = 8182,
2. Inversion: G— G, vig)=g L,

soient de classes C*°.

Exemples.

— Les groupe de matrices : Ce sont les sous-groupe fermé d'un GL(n,K).

— Lerevétement universel d'un groupe de Lie.

— Le produit direct (ou "semi-direct") de groupes de Lie.

— Les groupes discrets (dénombrables) sont les groupes de Lie de dimension 0.

— Tout sous-groupe connexe par arcs d'un groupe de Lie est un groupe de Lie (Yamabe).

— Le quotient d'un groupe de Lie par un sous-groupe distingué et fermé est un groupe de Lie.

— Le groupe des difféomorphismes d'une variété préservant certaines structures. Par exemple
le groupe des isométries d'une variété riemannienne.

Définition 1.2. (Sous-groupe de Lie) Soit G un groupe de Lie. Un sous-groupe de Lie H de G est un
sous-groupe munie d'une topologie et d'une structure différentiable qui en font un groupe de Lie et
tel que l'injection canonique: H — G soit une immersion. G.

Proposition 1.1. Soient G un groupe de Lie, et H € G un sous-groupe qui est aussi une sous-variété
plongée de G. Alors H est un sous-groupe de Lie fermé de G.

Exemple 1.1. Selon usage, le tore T? peut étre v comme étant S* x S* ou le quotientR?/ 72, il s'iden-
tifie aussi d la surface X de révolution dansR® engendrée par la rotation autour de U'axe vertical (0x3)
d'un cercle méridien. De maniere plus précise, le difffomorphisme entre R?/Z? et X est donné par :

@(t,s) = (x1(t,5), x2(t,8), x3(t, 8))

avec
x1(t,8) =(R+rcos(2mns))cos(2nt)

X2(t,8) =(R+rcos2ms))sin(2nt)
x3(t,8)=rsin(2ns)

C'est l'unique groupe de Lie compact connexe Abelien de dimension 2. Soit a un nombre irrationnel
et Dy :={(e'!,e'*")/ t € IR}, C'est un sous-groupe de Lie immergé non fermé de T2,
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Exercice 1.1. (Densité du flot a pente irrationnel sur le tore) On considere I'espace métrique Cx C
muni de sa topologie usuelle; celle-ci peut étre définie par la distance d donnée par :

d((z1,22), (2}, zy)) =max(| z1 — 27 |, | 22 — 25 |).

On munit S' x S! de la distance induite. Soit a un nombre irrationnel et Dy le sous-groupe des

(e'%, e!%") pourt € IR. On se propose de montrer que D, est dense dans S' xS'. Soit alors M = (e'%, e'?)
un point de S' x S*.

1. Montrer que pour tout € > 0, il existe m € Z tel que :
dM (ei(x+2nm) eia(x+2nm))) <e
2. Conclure

Solution.
1. Ona M = (e'*,e'Y), donc

d(M, (ei(x+2nm),eia(x+27tm))) :| eiax(eiaZme _ eit) | avec t = y—ax

D’ou:
d(M, (el(x+27rm)’ em(x+27rm))) = elaanx _

eltl.

Le résultat découle alors du fait que 'ensemble H := {e/*?"™* | ;€ Z} est un sous-groupe
dense de S'. Lidée pour montrer cela consiste a considérer I'application

p:R—S!, t— e
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En effet, H = p(aZ) = p(aZ + Z) et aZ + Z est dense dans IR puisque c’est un sous-groupe
qui n'est pas de la forme aZ (pour un réel a). Et puisque p est continue et surjective, on
obtient :

S'=p(R)=paZ+2)=paZ+7Z)=H.

2. On vient de montrer que pour tout M € S' x S! et tout € > 0, la boule ouverte B(M, ¢) ren-
contre D,. Ceci montre la densité de D, dans S' x S'.

Exercice 1.2. (Sous-groupes localement compacts) Soit G un groupe de Lie et H un sous-groupe de
G. On dira que H est localement compact s’il existe O un ouvert de G et K un compact tel que

eeONHcKcH

Montrer que H est localement compact si et seulement si H est fermé dans G.

Solution. Un groupe de Lie est localement compact et séparé. Supposons que H est un fermé de
G et soit e € O c C avec O un ouvert de G et C un compact, alorsee ONHcCnHc Het K :=
Cn H est un compact puisque c’est un fermé dans le compact C. Ainsi H est localement compact.
Réciproquement, soit O un ouvert de G et K un compact tel que e € On H c K < H. En prenant
I’adhérence dans G, on obtien ON H < K < H. et puisque O est un ouvert, on a: O NHcONH.
On a ainsi

ONnHcH. (1.1)

soit maintenant x € H. Donc xOn H # @. Soit alors u € O tel que xu € H. On a donc
uex 'HcHHcH

Dot u€e On H. Et d’apres 1.1, on aura u € H, et parsuite x € H (car xu € H).

Exercice 1.3. (Topologie de groupes de matrices)

1. Le groupe GL*(n,R) des matrices de déterminant > 0 est la composante connexe de I, €
GL(n,R).

Le groupe GL(n,R) a deux composantes connexes alors que GL(n,C) est connexe.
Le groupe spécial linéaire : SL(n,K) = {g € GL(n,K) / det(g) = 1} est connexe.
Le groupe orthogonal O(n) = {g € GL(n,R) / g'.g = I} est compact.

AN LAY

Le groupe spécial othogonal SO(n) est compact et connexe SO(n) = SL(n,R) n O(n), on l'ap-
pelle aussi groupe des rotations deR". C'est la composante connexe de I, € O(n). Pour n =2,
SO@2) =S =R/Z.

1. résultat classique de topologie générale
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6. Le groupe unitaireU(n) ={g € GL(n,C) / §t.g = I} est compact connexe.

7. Le groupe spécial unitaire SU (n) = {g € U(n) / det(g) = 1} est compact connexe. Pour n =1,
Ul)={zeC*/;lz|=1} =S8 Pourn=2, le groupe SU (2) s’identifie a la sphere S3, ce qui
permet de munir S® d’une structure de groupe de Lie.

2 Algebre de Lie d’'un groupe de Lie

!
Définition 2.1. Soit X € y(G). On dira que X est invariant a gauche si X < X pour tout g € G. C'est
a dire que pour tout x € G et pour tout ge G :

ng = Txlg(Xx).

Lensemble des champs de vecteurs invariants a gauches sur G est noté y' (G), c'est une sous algebre
de Lie de l'algebre de Lie des champs de vecteurs x(G).

Proposition 2.1. Lapplication ¢ : y'(G) — T,G donnée par X — X, est un isomorphisme d'espaces
vectoriels.

Démonstration. 1l est clair que ¢ est linéaire. D’autre part, soit X un élément de y'(G) qui vérifie
¢(X) =0, on a pour tout g € G, Xg = Tplg(X,) =0 et donc X = 0, ce qui signifie que ¢ est injective.
Pour montrer que ¢ est surjective, on se donne v € T,G et on définit v’ € ¥(G) le champ de vecteurs
donnée pour tout g € G par la formule : (vl)g = Telg(v). Pour tout x € G et pour tout g€ G, ona:

(W gx = Telgr (V) = Tollg o 1) (V) = Tylg o Toly(v) = Telg (V1))
Ce qui montre que vie X’(G). De plus:
Whe = Telo(v) = T IdG(v) = v.
C’est a dire que v = ¢(v!) et donc ¢ est surjective. Ce qui achéve la démonstration. O
Corollaire 2.1. Tout groupe de Lie G est parallélisable.

Démonstration. On se donne une base {vy,...,v,} de T,G. La proposition précédente donne qu’il
existe des champs de vecteurs v{, . U,l,l invariants a gauche sur G et vérifiant (vf )e = v;. Pour tout
x € G, Tyl : T,G — T,G est un isomorphisme d’espaces vectoriels et on a pour tout i =1,...,n,
(vf)x =T.l,(v;). Donc {(v{)x, . (v,ll)x} est une base de T G. On conclut alors que le groupe de Lie

G est parallélisable. O

La proposition 2.1 permet de munir I’espacxe tangent 7,G d'un crochet de Lie [, ] de facon que
donne que ¢ devient un isomorphisme d’algebres de Lie : Pour v, w € T,G, on pose

[v, w] := [V}, w'(e) = p((p~ (), o~ (w))).

Définition 2.2. On appelle algebre de Lie du groupe de Lie G, l'algebre de Lie réelle notée Lie(G) :=
(Te G} [ ) ]) .

Proposition 2.2. (Foncteur de Lie). Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes de Lie et notons
Lie(p) := Te. Alors Lie(p) : Lie(G) — Lie(H) est un morphisme d’algebres de Lie.
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3 Lapplication exponentielle

3.1 Propriétés élémentaires de la fonction exponentielle
Soit X € ¥'(G). Considérons le systeme différentiel ordinaire sur le groupe de Lie G :

{ Y' (1)
v (0)

Xy
€G

(3.1

D’apres le théoréme (A.1), il existe un intervalle maximal I contenant 0 et une unique courbe maxi-
male y : I — G de classe € solution du systeme (3.1).

Proposition 3.1. Soity : I — G la solution maximale du systeme (3.1). Alors I = IR et pour tout
t,selR,onay(t+s)=y@)y(s.

Démonstration. Pour montrer que I = IR, il suffit de montrer que pour tout s € I\ {0}, I = I —s. Pour
cela, fixons s € I non nul et considérons le systeme :

/ —
{a(t) = Xam (3.2)

a0) = y(s)
Définissons () = y(t+s) pour tout f € [ — s et ay(t) = y(s)y(¢) pour tout t € I, alors pour tout
tel—s
a () =y (t+5) = Xy(1+9 = Xay( €t a1(0) =y(s)

On déduit alors par maximalité de y que a; : I —s — G est une solution maximale de (3.2). D’autre
part, on a a»(0) = y(s)y(0) =y(s) etpourtout £ € I.:

g( (s) (l‘))_il (y(®)
VAR A R (O

= Ty by (0) = Ty lys) Xyn)

= Xy)yn = Xay -

ay(1)

Par maximalité de y, on déduit que a, : I — G est une solution maximale de (3.2). Donc I =1-s
et a1 () = a2 () pour tout £ € I. On conclut alors que I = IR et que pour tout ¢,s€IR,onay(t+s) =
Y($)y(¥). O

Proposition 3.2. Tout champ de vecteurs invariant a gauche sur G est complet.

Démonstration. Soit X un champ de vecteurs invariant a gauche sur G. Soit x € G et définissons la
courbe a : IR — G donnée par a(f) = x-y(f) ouy : R — G est la solution du systeme (3.1). On a
a(0)=x-y(0) =xetpourtout feIR:

d d /
a'(n) = a(x-}’(t)) = alx()f(t)) = Ty lx(y (1) = Ty Ix(Xy (1) = Xy (e) = Xa(o)-

Donc a : IR — G est la courbe intégrale de X passant par x a I'instant 0. On conclut alors que
X est complet. O
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Corollaire 3.1. Soit X € y'(G) et ¢pX le flot de X, alors pour tout te IR et x€ G :
(/)X(t; x) = rng(t’e)(X).

Démonstration. Soity : IR — G la courbe intégrale de X passant par e al'instantOeta: IR — G
la courbe intégrale de X passant par x al'instant 0. La preuve de la proposition précedente montre
que a(t) = x-y(t). Comme y(t) = ¢pX(t,e) et a(t) = ¢X (¢, x), on conclut que :

¢*(1,%) = x-pX(1,0) = ryx(y ) (X).
Ce qui acheve la démonstration. O

Définition 3.1. Soit v € Lie(G). Notons vy, : R — G la courbe intégrale de v' qui vérifie y,(0) =
e. On pose exp(v) = v, (1). Ceci définit une application exp : Lie(G) — G qu'on appelle fonction
exponentielle du groupe de Lie G.

Exemple 3.1. Soit V un espace vectoriel de dimension finie et posons G = (V,+), alorsLie(G) = V. 1l
est clair que pour tout x € V, la translation gauche l, est donnée par l(y) = x+ y. Ceci donne que
pour toutx,y €V et pour tout ue Vv :

d d
Ty()(w) = — l +tu)=— x+y+tu=1u.
y( x)(u) dti=o x(y u) dt 1o y u

En d’autre termes T)(l) = Idy. On déduit alors que pour tout xe V :
vl (0) = To(l) (v) = v.

On conclut alors que les champs de vecteurs invariants a gauche sur V sont les champs de vecteurs
constants. Ensuite, nous allons calculer la fonction exponentielle du groupe vectoriel (V,+). Soit
Yv : IR — G la solution maximale du systeme :

{ Yu(0)
Y v (0)

4

0 (3.3)

Il est clair que pour tout t € IR, v, () = tv. Ainsiexpy (v) =y, (1) = v. En résumé, nous avons obtenu
queexpy = Idy.

Exemple 3.2. Si G = GL(n,IR), nous allons montrer que les définitions de l'application exponentielle
de G, au sens matricielles et au sens des groupes de Lie, coincident. Pour cela, on se donne deux
matrices A, B € GL(n,IR). Alors lo(B) = AB et par suite, pour tout He M(n,IR) ona:

d d
Tg(l))(H)=— Ip(B+tH)=— AB+tH)=AH.
dtt=0 dt =0

On conclut alors que pour tout matrice A € gl(n,IR) on a A'(B) = Ty, (1) (A) = BA. Ensuite, définis-
sons la courbey 5 : IR — GL(n,1R) donnée par la formule :

_ma_wl ek
ya=e:=) —r*A"
k:Ok!
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On vérifie aisément quey 4 est la solution du systeme différentielle ordinaire :

{ Y' ()
Y (0)

y(£)A

I, (3.4)

Ceci signifie exactement quey 4 est la courbe intégrale du champs de vecteurs invariants a gauche
Al passant par I, a Uinstant 0. En particulier, exp(A) = ya(1) = e?. Ce qui montre que les deux
définitions coincident.

Proposition 3.3. Tout homomorphisme de groupes de Liey : IR — G est de la forme y(t) = exp(tv)
avec v ="7'(0).

Proposition 3.4. La fonction exponentielle expg : Lie(G) — G est de classe € et vérifie Tpexpg =
Idyie(c). Par conséquent, le théoreme d’inversion locale implique que exp est un difféomorphisme
d’'un voisinage de 0 de Lie(G) sur un voisinage de e dans G.

Proposition 3.5. Si v, w € Lie(G) commutent, c’est a dire que [v, w] =0, alors :
expgs(v+ w) =expg(v) expg(w).

Proposition 3.6. La composante connexe de l'élément neutre de G coincide avec le sous-groupe de
G engendré par exp(Lie(QG)).

Proposition 3.7. Soit¢ : Gy — G, un morphisme de groupes de Lie. Alors on a larelation exp, oLie(¢p) =
@ oexpg,. En d'autres termes, le diagramme suivant est commutatif :

Lie(Gq) Lie(G2)
eXpG1 Jv [ exsz
Gy Go

4 Sous-groupes d’'un groupe de Lie

4.1 Sous-groupes fermés d’'un groupe de Lie

Dans cette section G est un groupe de Lie et H c G est un sous-groupe fermé. On définit I'en-
semble :
JC ={ve Lie(G),exps(IRv) c H}.
Théoréme 4.1. (Sous-groupe fermé). Soit H un sous-groupe fermé du groupe de Lie G. Alors :
1. J€ est une sous-algebre de Lie de Lie(G).

2. Tout voisinage de 0 dans € contient un ouvert V de 7 voisinage de0 tel que expg,,: V —
expq(V) est un homéomorphisme sur un ouvert de H.
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3. Le groupe H possede une structure de sous-variété différentiable de G et la multiplication
My = Mg g« g induit une structure de groupe de Lie sur H tel que l'inclusion canonique
Lty H— G est un morphisme de groupes de Lie. De plus, Lie(t) : Lie(H) — Lie(G) définit
un isomorphisme de Lie(H) sur /.

4. Soit 4 < Lie(G) un supplémentaire de /€. Alors il existe un ouvert V. 4 de . voisinage de 0
tel que l'application ¢ : V.4 x H — exps(V.4)H, (v, h) — expg(v) h est un difféomorphisme
sur un ouvert de G.

Démonstration. (Esquisse) Nous allons donner les grandes étapes de la démonstration (pour plus
de détails, on peut consulter le livre de J. Hilgert and K-H. Neeb "Structure and Geometry of Lie
Groups").

Soit .4 < Lie(G) un supplémentaire de .# et considérons I'application

¢ Mx FH— G (v,w)— expg(V)expg(w).

— Etape 1 : On utilise le théoreme d’inversion locale, ensuite un raisonnement par I’absurde
nous permet d’établir 'existence de U_4 un voisinage ouvert de 0 dans .4/, un ouvert U_»
de # voisinage de 0 et un ouvert W < G voisinage de eg tel que I'application ¢y, xu,, :
U_y x Uz — W est un difféomorphisme et

expg(Ux) =¢p({0} x Uzp) =WnNH.

— Etape 2 : Par continuité de I'application (u, v) — exp (1) 'exps(v) de 4 x 4 vers G, on
peut choisir V., un voisinage ouvert de 0 dans .4 tel que

VycUy et expG(VJh/)_1 expg(V.y) cW.

— Etape 3 : On montre que I'application

¢:VyxH-—exps;(VyH, (v,h)— expg(v)h.

est un difféomorphisme sur un ouvert de G.

4.2 Sous-groupes immergés d’'un groupe de Lie

Nous avons vu auparavant a travers 'exemple du tore T? que si G est un groupe de Lie d’algebre
de Lie ¥, il est possible d’avoir une sous-algebre de Lie 4 < ¢4 qui n’est pas 'algebre de Lie d'un
sous-groupe de Lie plongé. Tout de méme, selon le théoreme qui suit /4 est toujours 'algebre de
Lie d'un sous-groupe de Lie immergé.

Théoreme 4.2. (Sous-groupe immergé). Soit G un groupe de Lie d'algebre de Lie G et /€ < 4 une
sous-algebre de Lie. Alors le sous-groupe H :=< exp A > de G engendré par exp(#’) posséde une
structure de sous-groupe de Lie immergé connexe : C'est l'unique structure telle que l'inclusion jg :
H — G estun morphisme de groupes de Lieet Lie(j) : Lie(H) — A€ est un isomorphisme d’algebres
de Lie.
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Démonstration. (Esquisse) Lidée de démonstration repose sur I'existence d’un voisinage V < ¢
symétrique convexe de 0 sur lequel la série de Hausdorff converge :

1 1 1
X*y=x+y+ E[x,y]+ﬁ[x, [x,y]]+ﬁ[y,[y,x]]+---

et satisfait :
expg(x * y) = expg(x) expg ().

Avec en plus expg,,, est un difféeomorphisme de V sur un ouvert de G.
On considere ensuite W := VN et U := exp;(W) < H. On alors : U engendre le groupe H, Ul=
U, ¢ 1= expg,, estune bijection de W sur U, et l'application = : (x,y) — x * y de W x W vers A est
bien définie (découle de la nature de la série de Hausdorff) et différentiable. Ceci permet de munir
H d’une structure de groupe de Lie immergé.

(|

5 Lareprésentation adjointe et applications

Soit G un groupe de Lie.

Définition 5.1. (Représentation d’'un groupe) Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Une
représentation de G dans V est la donnée d'un homomorphisme de groupes de Lie : p : G — GL(V).
GL(V) étant le groupe de Lie des automorphismes linéaires de l'espace vectoriel V.

La dérivée p’ d'une telle représentation est I’application : p’ : ¢ — End(V) définie

d
!/
(h) = — (exp. th)
P dl‘h:op Pc

Cette dérivée p’ est une représentation d’algebres de Lie :
p'(lh, kD) =[p'(h),p'(K)], Vhke¥
Lemme 5.1. pourtoutteRethe¥,ona:

p(expg th) = exp(tp'(h))

Exercice 5.1. Soitp: G — GL(V) une représentation. On définit :
— VG:=weV/p@v=yv VgeG}
— V9 =weV/p(Wv=0, Vhe¥9
Montrer que
vecv?

, et que lorsque G est connexe, on a l'égalité : V¢ = G¥.
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5.1 Définition de la représentation adjointe

Soit G un groupe de Lie. Pour tout g € G, 'automorphisme intérieur 7¢(a) : G — G est défini
par 7g4(a) := gag™!, c’est un automorphisme du groupe de Lie G. La dérivée (Tg) 19 — ¥ estun

isomorphisme d’algebres de Lie : (1g)'(h) := %ltzog(exp thyg™L.

Définition 5.2. La représentation adjointe de G est la représentation de Ad : G — GL(¥) définie
par: Ad(g) = Adg := (1g)'.

La dérivée Ad' de cette représentation sera notée ad :
ad:9—End(¥9), adx:=(Ad)(X).

c’'estune représentation d’algebre de Lie (i.e. ad|x,y; = adxoady—adyoadx). Nous allons montrer
que celle-ci n'est autre que la représentation canonique de ¥ i.e. celle donnée par: X — [X,].
Prenons alors X, Y €%,ona:

d
adx(Y)=— Adexp( tx)(Y) (5.1)
dt|.,
soit encore d J
adx(Y)=— (t—— exp(tX)exp(sY)exp(—tX))
dt|. ds|s

Lemme 5.2. Soit X,Y deux champs de vecteurs invariants a gauche sur un groupe de Lie G. Alors :

d d

X, Y],=— t——  exp(tX)exp(sY)exp(—tX

[ le d“t:()( a5l p(tX)exp(sY)exp( )
Démonstration. Nous allons partir du fait que le crochet de deux champs de vecteurs sur une
variété différentiable s’exprime a I'aide du flot via la formule classique (cf. cours de géométrie
différentielle) :

d X
(X, Y]y = Elt:o(tH T(pf((xﬂl’—t(Y(p{(x)))

ou (pf désigne le flot du champ X et x un point arbitraire sur la variété. Dans notre cas, le flot
du champ de vecteurs X (invariant a gauche) est donné par I'application (pi( i x— xexp(tX) i.e.
pX= Texp(tX) NOUS Obtenons ainsi :

d
(X, Y], = %I (Texpex) rexp(—tX))(Telexp(tX))(Ye)
£=0
D’olu
(X, Y] d (T ) (Ye) d (d (tX) (sY) (—tX))
, = — T = — —_— ex exp\s exp\— .
¢ dt), el explX) e dt|.—y ds|s P P P

Corollaire 5.1. PourtoutX,Ye€ %4 ona:adxY =[X,Y].
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Proposition 5.1. PouttoutteRetXe€9G ona:
Adexpg(ex) = exp(tady) (5.2)

En particulier, pour tout X €Y, AdexpG(X) =exp(ady).

Exercice 5.2. Soit G un groupe de Lie connexe d'algebre de Lie 4 et H un sous-groupe de Lie connexe
d’algebre de Lie /€ < 4. Montrer l'équivalence entre les deux assertions :

— H est un sous-groupe distingué dans G.

— S estunidéalde¥.

Solution. H est distingué dans G signifie que 7¢(H) < H pour tout g € G, ol Tg(x) = gxg_l. D’apres
lelemme 5.1, on a 7g(exp(1Y)) = exp(tAdg(Y)), donc:

VgeG, VYe A, VielR, exp(tAdg(Y))e H

D’ou
VgeG, VY eA, Adg(Y)Eif (5.3)

Et parsuite
VXeY, VY €A, VieIR, Adexpx)(Y) €A (5.4)

Par dérivation en t = 0 et d’apres 5.1, on obtient que adx (Y) € A pour tous X € 4 et Y € . Ainsi
€ estun idéal de 9.

Réciproquement, supposons que . est un idéal de ¢. Un raisonnement par récurrence nous per-
met alors d’établir que pour tous X €4, Y € # et neN, (adx)"(Y) € #. D’'un autre coté, d’apres

5.2,ona
[e.0]

t-n
Adexp (i) (Y) = exp(rady) (V) = ) E(adx)n(Y)
n=0 "t
Ce qui implique 5.4. Et par connexité de G, on obtient 5.3, et parsuite 74(exp(Y)) € H pour tous
g € GetY € A. Puisque exp(#°) engendre le groupe H (par connexité de H), on obtient 74 (H) < H
pour tous g € G.

Exercice 5.3. Soit G un groupe de Lie d’algebre de Lied et H un sous-groupe de Lie connexe d'algebre
de Lie /€ < 4. Soit 4 un sous-espace vectoriel de§. Montrer l'équivalence entre les deux assertions :
— Pourtoutae€ H,Ad, () c .
— Pourtout X € A, adx (M) < M.

5.2 Groupes de Lie Abeliens

— Un groupe G est Abelien (ou commutatif) si pour tous a,b€ Gona: ab = ba.
— Une algebre de Lie ¢ est Abelienne si son crochet est nuli.e. [X, Y] =0 pour tous X,Y € 4.
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Proposition 5.2. Soit G un groupe de Lie connexe, et 4 son algebre de Lie. Alors, on a l'équivalence :
G est Abelien si et seulement si 9 est Abelienne

Démonstration. Dire que G est Abelien équivaut a ce que ses automorphismes intérieurs 7 soient
tous triviaux i.e. Tg = idg pour tout g € G; ce qui équivaut (puisque G est connexe) a ce que leurs

dérivées ng soient tous triviaux i.e. idyg = T’g (=Adg) pour tout g € G. A nouveau, a cause de la

connexité de G, ceci est équivaut a ce que Adeypx = idy pour tout X € ¢; soit encore exp(tady) =
idy; ou encore adx =0 pour tout X € ¢4. D’ou I'équivalence. O

Pour tout groupe de Lie G on peut associer un groupe de Lie Abelien, c’est son centre :

Définition 5.3. Le centre d’'un groupe de Lie G est le sous-groupe :
Z(G):={geG/ga=ag,VaceG},
soit encore Z(G) :=(geg Ker(tg).

Notons que Z(G) est un sous-groupe de Lie de G puisqu'’il est fermé dans G (théoreme de
Cartan- Von Neumann).

Lemme 5.3. Si G est connexe, alors : Z(G) = ker(Ad)

En effet, g € Z(G) ssi 174 = idg. De plus, 'hypothése de connexité nous permet I'équivalence
entre 7g = idg et T:g =idy.Ainsi: g€ Z(G) ssi Adg = idg.

Proposition 5.3. Soit G un groupe de Lie connexe, d’'algebre de Lie4. Alors, l'algebre de Lie du centre
Z(G) estlecentreded : Z(¥4) .= {X €%/ adx =0}

Démonstration. Z(G) étant un sous-groupe fermé de G, donc son algebre de Lie s'identifie a :
Lie(Z(G)={Xe¥Y/ exp(tX)e Z(G), VteR}

Il en découle (cf. lemme) que X € Lie(Z(G)) ssi Adexp(:x) = idy, soit encore exp(tady) = idg pour
tout ¢ € R; ce qui équivaut a: adx = 0. O
Théoreme 5.1. Soit G un groupe de Lie Abelien et connexe. Alors :

1. Lapplicationexpg: (¥,+) — (G,) est un homomorphisme de groupes de Lie surjectif.

2. Lenoyaul := Ker(exp) est un sous-groupe discret de (4,+).

3. Lapplication B

exp: (¥4Il +) — (G, , exp(X):=exp(X)
est un isomorphisme de groupes de Lie.

Lemme 5.4. Soit V un espace vectoriel de dimension finie, et soitI" un sous-groupe discret de (V, +).
Alors, il existe une famille libre {vy, ..., vy} de V telle que :

Ii={muvi+---+npvyl n;ez}.
Ce qui permet d’obtenir :

Théoréme 5.2. Tout groupe de Lie Abelien connexe est isomorphe au produit d'un tore TP := S! x
..xSletdunR9 : G = TP x RY. En particulier : tout groupe de Lie compact connexe Ablien est un
tore.
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6 Espaces homogenes

Nous allons commencer cette section par deux exercices introductifs.

Exercice 6.1. (Topologie quotient) Soit G un groupe et H un sous-groupe. Notons X% la relation
d’équivalence définie sur G par :

Vx,y€G, (xRy © x 'yeH)
La classex d’'un x € G est le sous-ensemble de G suivant :
x=xH={xylye H}

Lensemble de ces classes d'équivalences est I'ensemble noté G/ H. La surjection canonique n : G —
G/ H est l'application définie par : m(x) = X. On définit une topologie sur G/ H en décrétant qu'une
partie U est un ouvert de G/ H si et seulement sin~! (U) est un ouvertde G. C'est la topologie quotient
surG/H.

1. Montrer que l'on obtient effectivement une topologie sur G/ H.
2. Montrer que la surjection canonique i est continue et ouverte.
3. Montrer que si G/ H est séparé alors H est fermé dans G.
4

. On suppose que H est fermé dans G. Soient x,y € G tels que x™'y ¢ H. On considere l'appli-
cation
f:(a,b)— ax tyb
de G x G dans G. Montrer l'existence de V un voisinage ouvert de l'élément neutre e tel que
fWV, V)N H=@. En déduire que G/ H est séparé.
5. Montrer que si G/ H est connexe et H est connexe alors G est connexe.
6. Montrer queIR/Z est homéomorphe a un cercle.

7. Montrer que si l'on remplace Z par Q, alors les seules parties fermées de IR/Q sont la partie
vide et la partie pleine. En déduire que la topologie quotient de IR/ Q n'est autre que la topo-
logie grossiere et que IR/ Q n'est pas séparé (Ceci montre que le quotient d’'un espace métrique
n'est pas toujours métrisable).

Solution.

1. On vérifie sans probléme les trois propriétés d'une topologie.

2. La continuité de g découle immédiatement de la définition de la topologie quotient. Soit
maintenant O un ouvert de G, on a

n'(q(0)=0H= | Ob
beH

Ce qui montre que 7 est ouverte.
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. Si G/ H est séparé alors le singleton {e} est un fermé de G/ H, ce qui conduita H = 7! {e} est

un fermé de G.

Soit x,y € G tels que xH # yH. On a donc x_ly € G\H qui est un ouvert de G, donc par
continuité de I'application f au point (e, e), on peut choisir V un voisinage ouvert symé-
trique (V™! = V) de I'élément neutre e tel que f(V,V)n H = @. Il en résulte alors que les
deux ensembles xV H et yV H sont disjoints, et puisqu’en plus ce sont des ouverts saturés
et que la projection  est une application ouverte, on obtient que n(xV H) et 7(yV H) sont
des voisinages ouverts disjoints respectivement de ¢g(x) et de g(y).

Soit f : G — {0,1} une application continue. Pour tout x € G, la restriction de f a xH est
alors constante (puisqu’elle est continue sur xH connexe). L'application f va donc induire
par passage au quotient une application continue f : G/H — {0,1} telle que f = f o g. Par
connexité de G/ H, ? est constante et parsuite f est constante. Ce qui montre la connexité
de G.

IR/Z est séparé puisque Z est fermé dans IR. Soit 7 : IR — IR/Z la surjection canonique :
nm(x) = x + Z. En utilisant la partie entiere d'un nombre réel, on obtient que 7 (IR) = g([0, 1])
ce qui implique que IR/Z est compact. Considérons maintenant 'application k : IR/Z — S!
définie par h(x) = e??™*. Il est clair que h est bijective et continue, donc c’est un homéomor-
phisme puisque IR/Z est compact.

Soit F un fermé non vide de IR/Q. Soit x € 7! (F). Puisque 7(x) = g(x + r) pour tout r € Q,
on obtient x+ @ < 7~} (F). Maintenant, 77} (F) est un fermé de IR (par continuité de )
contenant x + Q qui est une partie dense de IR, ceci implique que 7~ !(F) = IR et parsuite
F =1R/Q. On a donc montré que la topologie quotient de IR/Q n’est autre que la topologie
grossiere.

Exercice 6.2. Soit G un groupe topologique localement compact et H un sous-groupe fermé de G.
On désigne par p : G — G/ H la surjection canonique. Soit C un compact de G/ H (pour la topologie

quotient).
1. Montrer que l'image réciproque p~'(C) n'est pas toujours un compact de G (On donnera un
exemple).
2. Montrer l'existence d'un nombre fini Uy, ..., U, d’ouverts de G dont les adhérences U U...uU,
sont compacts et tels que C < p(Uy) U---U p(Up).
3. Montrer que B=p~}(C)n (UyU---UUp,) estun compact de G et que p(B) = C.

Dans cette section G désigne un groupe de Lie d’algebre de Lie ¢ et H un sous-groupe fermé.
L'espace homogene quotient G/ H est 'ensemble des parties a = aH (a € G). La surjection cano-

nique

n:G—-G/H, n(a)=a
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permet de munir G/ H de la topologie quotient : U < G/ H est un ouvert si et seulement si 7~ (U)
est un ouvert de G. Si O est un ouvert de G, alors

'm0y = | ob,
beH

c’est donc un ouvert de G. Ce qui montre que 7 est une application continue et ouverte. Il en
résulte que I'espace topologique quotient G/ H est a base dénombrable. En plus, puisque H est
fermé, G/ H est un espace séparé.

Théoreme 6.1. Il existe une structure de variété différentiable sur G/ H de dimension dim G—dim H
telle que

1. n:G— G/ H est une submersion.

2. Il existe un recouvrement de G/ H par des ouverts U, avec des difféomorphismes
Vo:Ugx H— 1 Y (Uy)

tels que
a(Yq(x,b)=x VxeU,, Vbe H

et
Wa(X,b1b2) =Wa(x,b1)bo Vx€ Uy, VYby,br € H.

Démonstration. Rappelons de la démonstration du théoréme du sous-groupe fermé, que si .4 c
Lie(G) est un sous-espace vectoriel supplémentaire de # alors il existe V 4 un voisinage ouvert de
0 dans . tel que I'application

¢o:VyxH—exp;(VyH, (v,b)— exps()b,
est un difféomorphisme sur un ouvert O de G. Considérons alors I'application continue
@we=moexp:V 4 — G/H.

Le diagramme suivant :

V'/” x H = 0]
Vu D0 G/H

commute. Nous allons montrer que ¢, est un homéomorphisme de V4 sur O = 7(0) un ouvert
de G/H. En effet, le diagramme montre que ¢, est ouverte (puisque 7 I'est), et que ¢.(V4) = O.
Pour l'injectivité, soit vy, v2 € V. 4 tels que @ (v1) = @.(v2). 1l existe alors b € H tel que exp(v;) =
exp(v2)b, ce qui signifie ¢(v,e) = @(v2, b) . Linjectivité de ¢ donne vy = v». Remarquons que



6 ESPACES HOMOGENES 17

O = OH ce qui implique 77 (O) = O. Nous construisons ensuite un atlas différentiable sur G/ H in-
dexé par les éléments de G. On définit d’abord une structure différentiable sur O via ’homéomor-
phisme ¢, qui devient alors un difféomorphisme. La commutativité du diagramme implique que
larestriction de 7 al'ouvert O est différentiable. Pour tout a € G, on désigne par p(a) : G/H — G/H
I’homéomorphisme p(a) : xH — axH, les ouverts O, := a.0 constituent un recouvrement de G/ H.
On définit B
$a:V.u— Oa, Pa=pa)oge
Il reste a vérifier maintenant que la famille :
{Oa 9y}

est effectivement un atlas différentiable sur G/H. Ce qui revient a montrer que pour un couple
a,be G tel que O, N Oy, # @, alors I'application

Pba =P, °Pa: 9, (0aN0p) — ¢, (0Oan Op)
est différentiable. Ceci découle du fait qu'on
Poa=@; oMol 1,0exp=prog ol 1,0exp.

Nous venons donc d’établir la structure différentiable de G/ H. De la commutativité du diagramme
ci-dessus et de la nature des cartes locaux de G/ H, on obtient que 7 : G — G/ H est une submer-
sion. Ce qui acheve la démonstration de 1. Pour 2, il suffit de considérer le recouvrement de G/ H
par les ouverts O, et les difféomorphismes

Va:0ax H—7"" (00 =a.0, ya=Ilgopo(p,' xidp)
Explicitement : v ,(x, b) = aw(w;l(x), b) pour tout (x, b) € Ea x H.Ona

(W a(x, b)) = pla) owo (g,  (x),b) = p(a) o ., (x)) = x.

Remarque 6.1. (Quelques conséquences du théoreme)

1. La famille des ouverts (O), est un recouvrement de G/ H avec des applications C* :
04:0,—G

telsquemoo,=1id
2. Une application f: G/ H— M est C* si et seulement si f o est C*.

3. Pour tout a € G, Lapplication p(a) : g — ag est un difféomorphisme de G/ H, avec en plus
p(ab) = p(a) o p(b) et l'application

GxG/H— G/H, (a,g) — p(a)(g)

est C®. C’est l'action homogene canonique de G sur G/ H.
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4. Lapplication linéaire tangente Ton : ¢ — T(G/ H) induit un isomorphisme linéaire :
4|76 — T5(GI H)

5. Si ] est un sous-groupe distingué et fermé de G, on obtient une structure de groupe de Lie sur
G/] d’algebre de Lie isomorphe a l'algébre de Lie quotient 4/ _¢ (puisqu'alors ¢ devient un
idéal de ). En particulier, si T est un sous-groupe distingué discret de G, on a un isomor-
phisme

¢ — Lie(G/T).

6. Siy: Gy — Gy est un homomorphisme de groupes de Lie surjectif, alors par passage au quo-
tient on obtient un isomorphisme de groupes de Lie :

& Gi1/]— G, avec J =kery.

Et dans le cas out Tey est bijective, kery est un sous-groupe distingué discret : l'appliation
v : Gy — G est alors un revétement de groupes de Lie.

7 Actions de groupes de Lie

Soit M une variété différentiable, Diff(M) le groupe des C*°-difféomorphismes.

Définition 7.1. Une action de G sur M est un homomorphisme de groupes p : G — Diff(M). Autre-
ment dit, pour tout g € G, p(g) : M — M est un difféomorphisme tel que

p(g182) = p(g1) o p(g2)
Laction p de G sur M est C* si l'application évaluation :
GxM—-M, (g m)—p(g(m)
est C*°. On note p(g)(m) par g - m. On dira que g agit ou opere sur M.

Remarque 7.1. Ce que nous venons de définir est une action a gauche. On peut définir une action a
droite comme étant un anti-homomorphisme p : G — Diff(M), ce qui se traduit par :

P(g182) = P(g2) o p(g1)

Par composition avec l'inversion du groupe g — g~', on peut passer d'une action a droite a une
action a gauche et réciproquement.

Exemple 7.1.
— Tout groupe sous-groupe de GL(IR™) opere sur IR" par des transformations linéaires.
— Le groupe des rotations SO(n + 1) opére sur la sphere S™.
— La donnée d’'un champ de vecteurs sur une variété compacte équivaut a la donnée d'une
action (différentiable) de IR sur M.
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— Toutgroupede Lie G opére sur lui méme a gauche, a droite et par conjugaison (g,x) — gxg ..
— Si H est un sous-groupe fermé de G, alors l'action homogene de G sur G/ H est l'action diffé-
rentiable : (g,aH) — gaH.

Définition 7.2. (Orbites et groupes d’isotropies) Soit ¢ : Gx M — M une action différentiable d’'un
groupe de Lie G sur une variété différentiable M.

1. Pour tout m € M, lorbite de U'action en m est le sous-ensemble de M :
G-m:=={g-m/geG}
2. Le groupe d’isotropie en m est :
Gni={geG/ g.x=x}
C'est un sous-groupe de G.

Exemple 7.2. Les rotations autour de l'axe des z engendrent une action du cercle S' sur la sphere
S2. Les orbites sont des points ou des cercles.

Exemple 7.3. Considérons l'action adjointe du groupe unitaire G = U(n) sur l'algebre de Lie 9 =
u(n) des matrices anti-hermitiennes. Toute orbite rencontre X l'ensemble des matrices diagonales
Diag(ay,---,ay,) avec ay € iIR. Si par exemple m désigne une matrice diagonale ot toutes les va-
leurs propres sont distinctes, alors on peut montrer que le groupe d'isotropie G, s'identifie & (S1)" et
donc l'orbite de m s’identifie au quotient U (n)/ sHr.

Pour tout m € M, 'application évaluation g — g- m induit une bijection de G/G, sur |'orbite
G-m.

Définition 7.3. (Lespace des orbites) Soit p : G — Diff(M) une action. Pour m, m’ € M, la relation
d’appartenance a la méme orbite est une relation d’équivalence dont les classes d’équivalences sont
les orbites G- m. Lespace des orbites M /G est l'ensemble

M/G:={G-m/ me M}

La surjection canonique
n:M—-MIG, m—G-m

permet de munir M /G de la topologie quotient. Laction sera dite transitive s'il n'y a qu'une seule
orbite, le quotient M/ G est un point.

Exercice 7.1. Le groupe des rotations SO(n + 1) opere naturellement sur la sphere S" : (A, v) — Av.
Montrer que cette action est transitive.

Une action p : G — Diff(M) est dite :

— libre si G, = e pour tout me M.

— effective sil’homomorphisme de 'action G — Diff(M) est injectif, ce qui signifie N,,eps G =
e.
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Théoreme 7.1. Soit G un groupe topologique localement compact et p : G — Diff(M) une action
effective. Alors G est un groupe de Lie et l'action sur M est différentiable.

Exemple 7.4. Soit a un nombre irrationnel et considérons l'action de R sur le tore S' x S' donnée
par t- (e, ei) = (e/1+0) i(@i+62)y [ o5 orbites sont denses et Uespace des orbites n'est pas séparé.

Exercice 7.2. Soit G un groupe de Lie et H et K deux sous-groupes fermés de G. Déterminer les
groupes d’isotropie de l'action homogene naturelle de K sur G/ H ? Quelle est la condition pour que
cette action soit effective?

7.1 Orbites comme sous-variétés

Soit p : G — Diff(M) une action différentiable et m € M. L'application évaluation
Pm:G—M, pn(g=g-m
est différentiable (comme composé des application g — (g, m) et (g, m) — g - m).

Théoreme 7.2.
1. Le groupe d’isotropie G, est un sous-groupe de Lie de G d’algebre de Lie 4,, = ker Tep .
2. Lorbite G- m est une sous-variété immerge.
3. Sil'action est transitive, l'application gG,, — g.m est un difféomorphisme G-équivariant de
l'espace homogene G/ G, sur M.
Démonstration.

1. Le groupe d’isotropie G, = p,,; {m} est un sous fermé de G, c’est donc un sous-groupe de
Lie (théoreme de Cartan-Von Neumann). Son algebre de Lie Lie(G,,) s'identifie alors a la
sous-algebre de Lie

Yn:={ue¥/ expg(tu)-m=m, pour tout ¢ € IR}

Il en résulte que pour tout u € 9,,, p;m(exps(fu)) = m; en dérivant en ¢ = 0, on obtient
Tepm(u) =0.0naainsi montré 'inclusion %, c ker T ,,. Réciproquement, soit u € ker T, p .
La courbe :IR — M donnée par (1) = expg(tu) - m, satisfait :

ﬁ’(t) = Tmlexp(tu) o Tepm(u) = Tmlexp(tu) 0)=0, VtelR

Il en résulte que expg(fu) - m = m pour tout ¢ € IR. D’'ou u € 4.

2. Lapplication p,, : G — M se factorise en une application différentiable :
0m:GIGy — M, tellequeppom=pm

qui est clairement injective avec image 'orbite G - m. Nous allons montrer que les applica-
tions linéaires tangentes :

Topm: Ta(GIGm) — TamM, @€ GIGy
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sont injectives. Puisque I'action homogene de G sur G/ G, est transitive et que 'application
P m est G-équivariante, il suffit de le montrer pour le cas a = e. Soit alors v € T3(G/G,) tel
que Tzp,(v) = 0, par surjectivité de T,m on peut choisir u € ¢ tel que Ter(u) = v. Il en
résulte que T5p,, 0 Ter(u) = 0, donc Tep,,(u) = 0. Et parsuite u € ker T,p,, = 9, et v =
Ter(u) =0.

3. Laction étant transitive, I'application différentiable p,, : G/G,, — M alors une immersion
bijective. C’est alors un difféomorphisme. En effet, d’apres le théoreme de Sard, il existe un
point a € G/ G, tel que

T70m: Ta(GIGp) — TagmM

est surjective, donc dim M = dim(G/G,,) et parsuite tous les applications T3p,,; sont des
isomorphismes; le théoreme d’inversion locale permet alors de conclure que p,, est un
difféomorphisme.

O

Remarque 7.2. Soit p : G — Diff(M) une action différentiable et m € M. Soit f : N — G- m une
application. On peut alors montrer l'équivalence (voir [7] page 117 Theorem I) que f est C* si et
seulementsiio f: N — M est C* (aveci: G- m — M l'injection canonique).

7.2 Actions transitives

Définition 7.4. Soit M une variété différentiable et G un groupe de Lie. On dira que M est une variété
G-homogene s'il exite une action différentiable transitive de G sur M.

C’est par exemple le cas des actions homogenes d'un groupe de Lie G sur un espace homogeéne
G/ H. Réciproquement, nous avons vu auparavant (3. du théoreme7.2) que si M est une G-variété
homogene, alors il existe un difféomorphisme G-équivariant d'un espace homogene G/ H sur M.
Nous allons donner des exemples d’illustration.

Exemple 7.5.

1. Laction naturelle du groupe de Lie SO(n + 1) sur la sphere S" est transitive (grace au procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt), le groupe d’isotropie en e+ := (0,---,0,1) s'iden-
tifie a SO(n). 1l en résulte un difféomorphisme SO(n + 1) -équivariant

SO(n+1)/SO(n) = S".

2. Pour tout n € N, la sphére de dimension S***! s'identifie a I'ensemble des vcteurs complexes
(21, ,2p+1) tels que 1Z12+ - +lzpi1l? =1 (e la phere unité de l'espace hermitien C").
Comme l'exemple précédent, Laction naturelle naturelle du groupe unitaire U(n + 1) sur
S+ est transitive et le groupe d’isotropieen ey, 1 := (0,---,0,1) s'identifieaU(n). Il en résulte
un difféomorphisme U (n + 1) -équivariant

U(n+1)/Un) = §2"1,
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3. Désignons par S(n) Uespace des matrices carrées n x n qui sont symétriques (B = B' matrice
transposée). Le groupe GL* (n,IR) des matrices carrées n x n de déterminant positif est un
groupe de Lie connexe opérant sur S(n) via Uapplication : g.B:= gBg', c'est une action non
transitive (pourquoi?). Par contre, si on se limite a M := S*(n) l'espace des matrices symé-
triques définies positives (qui est un ouvert de S(n)), l'action :

GL*(n,IR) x S (n) — S*(n), g.B:=gBg"

est transitive (pourquoi?) (le groupe d’isotropie en I, la matrice identité, n'est autre que le
groupe spécial orthogonal SO(n)). On obtient :

GL*(n,TIR)/SO(n) = S*(n)

4. Le groupe SL(2,1R) opere transitivement sur le demi-plan de Poincaré IH :

(a b) az+b
.Z:
c d cz+d

et le groupe d’isotropie en i est SO(2) (montrer le), on obtient un difféomorphisme :
SL(2,IR)/SO(2) = H.

Remarque 7.3. Un autre aspect important concernant les actions transitives, est de pouvoir trans-
mettre une structure différentiable d’'espace homogene a tout ensemble munie d'une action transi-
tive d’'un groupe de Lie. C'est la proposition suivante.

Définition 7.5. Soit X un ensemble et S(X) l'ensemble des bijections de X. Une action d’'un groupe
G sur X est un homomorphisme de groupes p : G — S(X). Laction sera dite transitive si pour tous
x1,x2 € X il existe g € G tel que xo = p(g)(x1). Le groupe d’isotropie en un point x € X est le sous-
groupe Gy :={g € G/p(g)(x) = x}.

Proposition 7.1. Soit X un ensemble et soit p : G — S(X) une action transitive d’'un groupe de Lie G
sur X tel que le groupe d’isotropie en un point xy soit un fermé de G. Alors il existe une une unique
structure de variété différentiable sur X telle que p devient une action différentiable, X est ainsi une
variété G-homogene.

Démonstration. Soit H le groupe d’isotropie en xj. Puisque H est un sous-groupe fermé de G, le
quotient G/ H est alors muni de sa structure différentiable d’espace homogene. L'application :

¢:GIH— X, gH~— p(g)(xp)

est bien définie et c’est une bijection G-équivariante. On peut alorsmunir I'ensemble X d’une to-
pologie et d'une structure de variété différentiable telle que ¢ devient un difféomorphisme. L'ap-
plication

GxX—X, (g§x)—p(gX)

est alors différentiable puisqu’on peut écrire p(g)(x) = ¢(g- @~ (x)). Lunicité de la structure diffé-
rentiable sur X découle du théoreme de caractérisation de la structure homogene sur G/ H. O
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Nous allons maintenant donner des exemples d’illustration.

Exemple 7.6.

1. (Grassmann Manifolds) Pour tout k,n e N, 1 < k < n—1 la variété de Grassmann G(n, k)
est l'ensemble des sous-espaces vectoriels réels de dimensions k deIR". Le groupe O(n) opere
transitivement sur G(n, k), ce qui permet d’obtenir une bijection O(n)-équivariante :

G(n, k)= O(n)/O(k) x O(n—k) = SO(n)/S(O(k) x O(n - k)).

On munit alors G(n, k) de la structure de variété différentiable telle que cette bijection devient
un difféomorphisme. En particulier I'espace projectif réel IRP" = SO(n + 1)/S(O(n) x O(1)).
De méme, on définit G (n, k) en concidérant les sous-espaces vectoriels complexes de C". On
obtient :

Ge(n, k)= Un)/U(k) xU(n—-k) = SUMm)/SU(k) xU(n - k)).

et le cas particulier de U'espace projectif complexe CP" =SU(n+1)/S(U(n) x U(1)).

2. (Stiefel Manifolds) Pour toutk,neN, 1 < k < n—1 la variété de Stiefel V (n, k) est 'ensemble
des k-repéres orthonormés (uy, ..., uy) deIR". Encore ici le groupe O(n) opere transitivement
surV(n, k), ce qui permet d’obtenir une bijection O(n)-équivariante :

om)I0n—k) =V, k)

On munit alors V (n, k) de la structure de variété différentiable telle que cette bijection devient
un difféomorphisme.

3. ((Complex full) Flag Manifolds) Un drapeau de C" est une suite finie croissante de sous-
espaces vectoriels
x={VicVoc-.-cVy}

avec dimV; = j pour tout j = 1,...,n. Soit F, l'ensemble de tous ces drapeaux. Le groupe
GL(n, C) (identifié au transformations complexes de C" ) opére sur F,, par g-x = {g(V}) c
Vo c .- c g(V)}. Cette action est transitive. En effet, pour toute famille comme ci-dessus on
peut trouver une application C-linéaire g : C" — C" telle que

g(vectg(ey,---,ej) =V;

oiL ey,..., ey est la base canonique de C"; cela signifie que si on désigne par x, le drapeau
canonique
Xo = {vect(ey) cvecti(er,ex) c---cvectgl(er, -+, en)l,

alors g - xo = x. En plus, on remarque que si l'on revient a la nature de g, alors celle-ci pour-
rait étre choisie telle que la famille g(ey),...,g(e,) soit une base orthonormée, il en résulte
que l'action induite du groupe unitaire U(n) est aussi une action transitive. Ce qui permet
d’établir :

F,= GL(n,C)/B, = U(n)/T"
ol By, le groupe des matrices triangulaires supérieurs a cefficients complexes et T" le groupe
des matrices Diag(z,,- -, z,,) avec z; des nombres complexes de modules 1.
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4. (Variété des structures complexes de IR>") L'ensemble des structures complexes de IR*" peut

étre défini par :

M={QeGL2n,R)/ Q* = -1}
Le groupe GL(2n,IR) opére par conjuguaison sur M : g-Q = gQg 1. On peut montrer que tout
-1 . s p
I 0” ) En effet, il suffit d’interpréter Q
n

comme étant un endomorphisme de C*", qui est alors diagonalisble puisqu’il admet comme
polynome annulateur le polynéme P(X) = X? + 1 qui est a racine simples. Et puisque Q est
a coefficients réelles, on obtient que "V est un vecteur propre associé a la valeur propre i si
et seulement si le vecteur conjugué V est un vecteur propre associé a la valeur propre —i". Ce
qui permet de construire une base

matrice Q € M est semblable a la matrice J,, = (

(er---rWn;Wl;---»Wn)

de C*" avec (W,...,W,) une base du sous-espace propre associé a la valeur propre i et
Wh,..., W, une base du sous-espace propre associé a la valeur propre —i. Ces vecteurs per-
mettent de construire une base deIR*" : B := (Uy,..., U, V1,..., Vy,), ol

':Wj+Wj :Wj—Wj
g 2 2i

La matrice dans la base 2 de Q en tant qu'endomorphisme du IR-espace vectoriel IR>" est de

la forme
0 _In
I, 0

Nous venons donc de montrer que l'action de GL(2n,IR) sur M est transitive. En plus, il est fa-

_In

, S'identifie au sous-groupe
I, O

cile de vérifier que le groupe d’isotropie au point J,, = (

de GL(2n,1R) des matrices de la forme

A -B
(B A ), avec A,B € GL(n,IR)

et qui s'identifie alors a GL(n, C). Ce qui permet d'aboutir a :

M = GL(2n,IR)/GL(n, C).

7.3 Champs fondamentaux

Soit p : G — Diff(M) une action différentiable. Pour tout vecteur h € ¢, 'application de IR x
M — M donnée par :
(t,m) — (expg(—th)) - m.

est une action différentiable de IR sur M. C’est donc le flot d’'un champ de vecteur complet sur M,
on le note X”. On'applele le champ de vecteurs fondamental associé a h. Pour tout m € M, ona:

d
Xt = il (expg(~th))-m
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Exercice 7.3. Pour laction naturelle de SO(3) sur la sphere S?, déterminer les champs de vecteurs
fondamentaux.

Exemple 7.7. Considérons l'action
p:GL*(n,IR) — Diff(S"(n)), g.B:=gBg'

Lalgébre de Lie de GL* (n,IR) est l'algebre de Lie usuelle M (n,IR). Pour H € M(n,IR), le champ de
vecteurs X! est la restriction a S*(n) du champ de vecteurs défini sur S(n) par 'endomorphisme :
XH(B):=-HB-BH'.

Proposition 7.2. Soit p : G — Diff(M) une action différentiable, m € M. Alors :

1. Lespace tangent a l'orbite G- m en m est
Tp(G-m)=1X" 1 he ¥}
2. Lalgebre de Lie 9,, du groupe d’isotropie est
Gn=1the9/ X" =0}

3. Lapplication
p' G-V, p'(h)=Xx"

est un homomorphisme d’algebres de Lie de§ vers l'algebre de Lie des champs de vecteurs sur
M.

Démonstration. On utilise a nouveau I'application évaluation p,, : G — M Nous avons vu lors de
la démonstration du théoréme 7.2 que T,,(G-m) = Im(T,(p)) et Y, =ker T.(p ;). Les deux asser-
tions 1. et 2. découlent alors du fait que T,(p ;) (h) pour tout h € 4. Pour montrer 3., considérons
I'application

e":G—-M, ¢"™a@=al m.

-1 . . -1, s 1s .
Ona ¢™(ab) = p* ™ (b), ce qui se traduit par ¢ ol, = ¢* ™. On considére ensuite Z" le champ
de vecteurs invariant a gauche sur G tel que Z” = h et on montre que Z”" est relié a X" via 'appli-
cation ¢ (Les détails sont laissés a titre d’exercice), ce qui permet de conclure. O

8 Structure invariante sur des variétés homogenes

Soit G un groupe de Lie. Nous avons vu auparavant qu'ne action différentiable transitive de
G est équivalente a 'action homogeéne de G sur un espace homogene G/H ou H est un sous-
groupe fermé de G. Nous allons étudier dans cette section le probleme d’existence d'une métrique
riemannienne sur une G-variété homogene M telle que 'action de G se fait par des isométries.
Nous allons voir que cette question se raméne a un probleme algebrique, a savoir la nature d'une
représentation du groupe H dans un espace de dimension finie (la représentation d’isotropie).
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8.1 Lareprésentation d’isotropie

Soit G un groupe de Lie, H un sous-groupe fermé de G et 7 : G — G/ H la projection canonique.
Nous avons vu que I'application linéaire tangente Ton : ¢¢ — T3(G/H) induit un isomorphisme
linéaire :

- d
1:917 — T5(GIH), X+76— Ton(X) =

Elz:o (expg(tX))H

Pour tout élément a € H, le difféomorphisme
pa):G/ - G/H, xH— axH
fixe le point e = H, il en résulte I'existence d'un isomorphisme linéaire
Tsp(a) : To(G/ H) — Te(G/ H).

Définition 8.1. (La représentation d’isotropie) La représentation d’isotropie du G-espace homo-
gene G/ H est la représentation du groupe :

A" H - GL(T5(G/H), Ad°"(a) = Ts(p(a)

Lemme 8.1. Pour tout a € H, on a le diagramme commutatif suivant :

G/H
T5(G/ H) ——— T5(G/H)
zj B {1
G176 G176

avec L
Ady(X +A) =Ad,(X) + .

Autrement dit, via l'isomorphisme I, la représentation d’isotropie est équivalente a la représenta-
tion: L L
Ad: H— GL¢/A), a— Ad,.

Démonstration. Soit a € H et X € 4. 1l s’agit de montrer que AdG/H(a)(Ten(X)) = T,n(Ad,(X))?
D’apreés la définition de Ad®’# (a) ona:

Ad“H (a)(Tom (X)) = Tsp(a) o Tem(X) = Te(p(@) o ) (X)
Et puisque p(a)om =mol, avec [, la translation a gauche du groupe G, on obtient
AdS"(Tn(X) = Te(moly)(X)
= Taﬂ(Tela(X))

d
= Eh:oanpG(tX)H

d tX)a 'H
= — aex a
dt|t=0 Pe

= Ter(Ady(X))
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Définition 8.2. (Espaces homogenes réductifs) Un G-espace homogeéne G/ H est dit réductif s'il
existe un sous-espace vectoriel 4 < 4 supplémentaire de /€ et stable par la représentation adjointe
deH i.e.

G=AH M etAd,(H)c M Vace H.

. 0). o s
Exercice 8.1. Prenons G = SO(n+1) et H le sous-groupe des matrices ( ) identifié a SO(n).

0 1
Lalgebre de Lie des matrices antisymétriques so(+1) s’identifie a4 et la sous-algebre de Lie des ma-

A0
trices ( 0 0 ) avec (A' = — A) s'identifie a €. Soit M = vectiey,...,e,} avec e; = Eip, — Ey; ol E;j

désigne la matrice canonique avec comme seul coefficient non nul celui de la ieme ligne et la jéme
colonne qui vaut 1.
Monter que

1. so(n+1)=so(n)e /.
X1
2. Montrer que pour tous A€ SO(n) et X:=| : |elR" ona:

Xn
A0 0 X)\(A!' 0)_ 0 AX
0 1 -X' 0 0 1) | —-AX)" o

3. En déduire que l'isomorphisme canonique
= X
fR"—.u, X:=| : |~ ( 0 )

est SO(n)-équivariant i.e. f(AX) =Ada(f(X)).

Remarque 8.1.

1. Si H est connexe, la condition Ad, () c M est équivalentea |X,Y] € 4 pour tous X € A et
Y € 4. (voir exercice 5.2 )

2. Si H est compact, alors G/ H est réductif. En effet, on rappelle (Intégrale de Haar) l'existence
d'une unique fonctionnelle y de Uespace C°(H) des applications continues sur H vers1R :

w:C'H) - IR, pulp) = fH(p(a)da

satisfaisant aux propriétés
— pD) =1,
— W est positive et linéaire.
— M estinvariante :
Vae H, u(poly)=plpory) =u(@).
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Partant d’'un produit scalaire quelconque <, > sur l'espace vectoriel 4, on pose :
< u,v >>:f <Ad,(uw),Ad,(v) >da, Vu,ve¥
H

on obtient ainsi un nouveau produit scalaire sur 9 qui est en plus Ad(H)-invariant. Donc pour tout
a € H, Ad, est une isométrie de 9. Le sous-espace M := F€* est alors stable par la représentation
adjointe.

Proposition 8.1. Si G/ H est réductif, alors la représentation d'isotropie Ad®'

représentation adjointe induite de H dans M :

est équivalente a la

H—GL(#), a—Adg,

Exemple 8.1. Posons S" = SO(n+1)/SO(n). La représentation d’isotropie est équivalente a la repré-
sentation canonique SO(n) — GL(IR") (cf. 8.1).

8.2 Métriques riemanniennes invariantes

Définition 8.3. Soit M une variété différentiable. Une métrique riemanniene g sur M est la donnée
en tout point x € M d’'un produit scalaire g, sur l'espace tangent TyM tel que pour tout couple de
champs de vecteurs X,Y € y(M), l'application

§X,Y):M—1R, g(X,Y)(x) := gx(Xx, Yx)
est différentiable. On dit alors que (M, g) est une variété riemannienne.

Exemple 8.2.

1. Soit (M, g) une variété riemannienne et N — M une sous-variété immergée dans M. Il est
alors possible de munir N d’'une métrique induite gy = i* g en posant: gn(Xy, Yy) = g1+ Xx, 14 Yy),
outi,: TyN — TxM est la différentielle de l'application i en x.

. . . —t
2. SurleIR-espace vectoriel M, (C) on peut mettre le produit scalaire usuel : < A, B >= Re(tr(A B)).
Ce qui permet de définir une métrique riemannienne sur M,,(C) et parsuite sur tout groupe
de matrice.

Remarque 8.2.

1. Par application du théoreme de plongement de Whitney ou en utilisant un argument de par-
tition de l'unité, on montre que sur toute variété différentiable, il existe toujours des mé-
triques riemanniennes.

2. On peut se demander s'il est toujours possible de plonger isométriquement une variété rie-
mannienne (M, g) dans (R", g,) (pour n assez grand) ? La réponse est oui : c'est un résultat
connu sous le nom du théoreme de John Nash (cf. "The embedding problem for Riemannian
manifolds, Ann. of Math. 63 (1956), 20-63". Voir aussi "M. Gromov and 1. Rokhlin, Embed.-
dings and immersions in Riemannian geometry, Russian Math. Surveys 25 (1970),1-57." Pour
une démonstration plus récente, on peut consulter le papier "Matthias Gunther, On the per-
turbation problem associated to isometric embeddings of Riemannian manifolds, Annals of
Global Analysis and geometry 7 (1989), 69-77."
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3. On dira que (M, g) est une variété pseudo-riemannienne de type (p,q) si dans la défini-
tion initiale on n'exige pas que les g, soient des produits scalaires mais qu'elles soient toutes
des formes bilinéaires symétriques de signature (p, q) ; on dira que (M, g) est Lorentzienne si
p=n-1etq=1 (n étant la dimension de M). Contrairement au variétés riemanniennes,
une métrique pseudo-riemannienne n'existe pas toujours! (Il y a en effet des obstructions to-
pologiques a une telle structure, ceci est lié a la réduction du groupe structural du fibré des
reperes de M a un produit O(p) x O(q). C'est ainsi par par exemple que l'existence d'une mé-
trique Lorentzienne sur une variété M implique la nullité de la classe d’Euler; il en découle
alors qu'il wexiste pas de métrique de type (1,1) sur la sphére S2.)

Définition 8.4. Soit (M, g) une variété riemannienne. On dira qu'un difféomorphisme ¢ : M — M
est une isométrie si pour tout x € M, l'application linéaire tangente Ty : TxM — Ty M est une
isométrie linéaire i.e.

g(p(x)(Tx(P(Xx); Thp(Yy)) = 8x (X, Yy), VX, Yy€T M.

Exemple 8.3. Soit¢: (M, g) =t (M, g) une isométrie, et soit N — M une sous-variété stable par ¢
(i.e.(N) = N). Alors la restriction ¢y de @ a N est une isométrie de N munie de sa métrique induite.
Par exemple, pour toute matrice orthogonale A€ O(n+ 1), l'application

@a:8"—S" @alx)=Ax
est une isométrie de la sphere S".

Remarque 8.3. (Groupe des isométries) Pour toute variété riemannienne (M, g), l'ensemble des iso-
métries @ : (M, g) — (M, g) est un sous-groupe du groupe des difféomorphisme. On le notelsom(M, g)
et on l'appelle le groupe des isométries de (M, g). C'est un groupe de Lie opérant différentiablement
sur M (c’est un résultat due a Myers-Steenrod vers 1936, voir par exemple le livre de S. Kobayashi
"Transformation Groups in Differential Geometry" Springer-Verlag, 1972.) On montre aussi que ce
groupe compact des que M est compacte.

Définition 8.5. Soit p : G — Diff(M) une action différentiable et g une métrique riemannienne sur
M. On dira que cette métrique est G-invariante si pour tout a € G, p(a) est une isométrie de M.
Autrement dit, p(G) < Isom(M).

Remarque 8.4. Métriques invariantes a gauches Lorsqu’'on considere U'action par translations gauche
d’'un groupe de Lie G sui lui méme, on dira tout simplement que la métrique est invariante a gauche
au lieu de dire G-invariante.

Exemple 8.4. La métrique canonique sur M(n,IR) étant celle définie a partir du produit scalaire :
< A, B >=tr(A'B). Alors la métrique induite sur le groupe orthogonal O(n) est invariante a gauche.
En effet : Pour tout y € O(n), l'espace tangent T, O(n) s'identifie a l'espace des matrcices y A avec
A+ A" =0. Pour tout x € O(n), lapplication linéaire tangente T, L, : T,O(n) — Tx,O(n) est donnée
par: Tyl,(yA) = xy A. On obtient alors facilement I'égalité : g, (Ty1x(yA), Tylx(yB)) = gy(y A, yB).

Proposition 8.2. Sur un groupe de Lie G, il existe toujours des métriques riemanniennes invariantes
a gauche.
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Démonstration. Soit <> un produit scalaire sur ¢. Pour tout x € G, on définit g, : TxG x TyG — IR
par:
gx(Xx; Yy) =< Txlx—l (Xx), Txlx—l (Yy) >

Alors g est une métrique riemannienne invariante a gauche sur G. O

8.2.1 Cas des actions homogénes
Dans ce qui suit G désigne un groupe de Lie et H un sous-groupe fermé.

Proposition 8.3. Il y a une correspondance biunivoque canonique entre l’ensemble des métriques
riemanniennes G-invariantes sur G/ H et l'ensemble des produits scalaires sur 4|7 qui sont inva-
riante par la représentation Ad : H — GL(¥4 /).

Démonstration. Si g est une métrique riemannienne G-invariantes sur G/ H, alors
Va,xe€G,Vu,ve Tx(G/H), gx(u,v)=ggla-u,a-v) (8.1)
en particulier, on a
Va, Yu,ve To(G/H), gs(u,v)=gz(Ad“"" (a)(w),Ad“"" (a)(v))

en identifiant T3(G/ H) a ¢/ /€ via 'isomorphisme I du lemme 8.1, on obtient un produit scalaire
<,> sur ¥/ /€ satisfaisant :

Va, VX, YEY, <X+, Y+ >=<Ady(X+7),Ad,(Y +.7)>.

Réciproquement, soit <, > un produit scalaire sur T3(G/ H) qui est invariant par la représentation
AdYH g — GL(T3(G/ H)). On définit alors une métrique riemannienne sur G/ H en posant :

VxeG, Vu,ve T<(G/H), gzu,v)=<x'-u,x'-v>, (8.2)

cette définition a bien un sens (elle ne dépend pas du choix de x définissant la classe X) puisque
pourtoutbe Hona:

<@ab)y ' u @bV v>=<bt-(@w,b @t v>=<at ualv>.
La métrique g ainsi définie satisfait évidement 8.1. Il reste a montrer la différentiabilité de la mé-
trique. Pour cela il suffit de se placer sur un ouvert U < G/H muni d'une section locale du fibré
principal 7: G — G/H (moo = idy); 'expression locale de la métrique devient :

VgeU,Vu,ve T,(G/H), gqu,v)=<0(@ - uo@™' v>.
O

Remarque 8.5. Un groupe de Lie G peut toujours étre vu comme une (G x G)-variété homogene
(Taction de G x G sur G étant définie par (a,b) - x = axb™!), donc G = (G x G)/G et la représentation
d’isotropie s'identifie a la représentation adjointe Ad : G — GL(%9). Il en résulte que la donnée d’'une
métrique riemannienne bi-invariante sur G équivaut a la donnée d’'un produit scalaire <,> sur ¥
qui est Ad(G) -invariant.
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Exemple 8.5. Le groupe de Lie SL(2,1R) n‘admet pas de métrique bi-invariante. En effet, supposons

que <,> est un produit scalaire sur sl(2,IR) qui est Ad(SL(2,IR)) -invariant et désignons par || - || la
0 01

norme associée. En prenant alors par exemple A = ( 0 1 ) € SL(2,IR) et X = ( 0 0 ) € sl(2,IR), on
2

doit donc avoir
I X =1 Ada(X) 1=l AXA™! =1 4X =411 X ||.

Ce qui est impossible puisque X # 0.

Corollaire 8.1. Il existe une métrique riemannienne G-invariante sur G/ H si et seulement si Ad(H)
est relativelment compact2 dans GL(Y /7).

Démonstration. Nous venons de voir que |'existence d'une telle métrique sur G/ H implique I'exis-
tence d'un produit scalaire <, > sur ¢/.7 tel que pour tout a € H, Ad, appartient au groupe ortho-
gonal O(¥¢/#). On a donc M(H) c O(¥Y/A). Et puisque O(¥ /) est compact, on en déduit que
Ad(H) est relativelment compact.

Réciproquement, si K := Ad(H) -est compact, on peut donc munir I'espace vectoriel ¢/ d'un
produit sclaire <, > invariant par Ad(H) (comme dans 2), et puis on définit une métrique G-invariante
g sur G/ H par la formule 8.2.

(|

8.2.2 Cas des actions homogenes effectives

Soit G un groupe de Lie et H < G un sous-groupe fermé de G tel que I'action homogene G —
Diff(G/ H) est effective. Cela signifie (puisque le groupe d’isotropie en un point bH est le sous-
groupe bHb™') que

(| bHb ™ = {e}.
beG

En d’autres termes, le plus grand sous-groupe de H qui soit distingué dans G est {e}.
Exercice 8.2. Montrer que l'action homogene de SL(3,IR) sur SL(3,IR)/SL(2,1R) est effective.

Remarque 8.6. Toute action transitive p : G — Diff(M), se factorise en une action effective transitive.
En effet, si on considere K := ker p, c’est sous-groupe distingué fermé de G ; ce qui permet de munir
le quotient G/ K d’'une structure de groupe de Lie qui opere sur M via :

p:GI/K — Diff(M), p(gK):=p(g).

Nous avons p = por avecn : G — G/ K la projection canonique. En d’'autres termes, on le diagramme
commutatif :
G/K

Pd.

G 2% Dpiff(v)

2. relativement compact signifie son adhérence est compact
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Remarque 8.7. Les actions effectives transitives ont fait l'objet diverses études depuis bien long-
temps. Dans ce sens, il est important de signaler un théoreme d’Armand Borel 22 selon lequel "si G
est un groupe de Lie compact connexe qui opere effectivement sur une variété M de dimension n
telle que pour un certain j = 1,...,n—1 le jéme nombree de Betti de M est égale & C),, alors G est
isomorphe au tore T" =1R"/Z"".

Lemme 8.2. Supposons que l'action homogene G — Diff(G/ H) est effective, alors la représentation
adjointe Ad : H — GL(¥) est injective

Démonstration. Soit a € H tel que Ad, = idy. Par commutativité du diagramme :

G
exp[

&G

Ca

G
{exp
&4

oll ¢,(x) = axa™!, on a alors c,(exp(X)) = exp(X) et puisque exp(¥4) engendre le groupe G (car G

est connexe), on obtient que c,(x) = x pour tout x € G, et parsuite a = xax~'. Il en résulte que
ac anGxHx_l.Ainsia: e. O

Remarque 8.8. D’apres le lemme ci-dessus, on obtient que lorsque l'action homogene G — Diff(G/ H)
est effective, Ad(H) devient un sous-groupe de Lie immergé dans GL(¥) isomorphe a H.

Théoréme 8.1. Supposons que l'action homogene G — Diff(G/ H) est effective. On a alors I'équiva-
lence entre les deux assertins suivantes :

1. Il existe une métrique riemannienne G-invariante sur G/ H.
2. Ad(H) est relativement compact dans GL(¥).

Démonstration. La compacité de 'adhérence de Ad(H) implique I'existence de <,> un produit
scalaire Ad(H)-invariant sur ¢. Lorthogonal #+ de # dans ¥ relativement a <, >, est alors Ad(H)-
stable et I'image de Ad : H — GL(#1) est dans le groupe orthogonal O(#7). 11 en résulte, d’apres
8.3 et 8.1, 'existence d'une métrique riemannienne G-invariante sur G/ H.

Réciproquement, supposons 'existence d'une métrique riemannienne sur G/ H tel que l'action
homogene effective de G est par isomeétrie. On peut donc identifier G au sous-groupe de Lie im-
mergé :

L(G) :={Lg/ g € G} cIsom(G/H)

ou Lg : xH — gxH et Isom(G/H) le groupe des isométries de G/H. En particulier I'action de
Isom(G/ H) sur G/ H est transitive, il résulte qu’on a un difféomorphisme Isom(G/ H)-équivariant

G/H = (Isom(G/H))/K

avec K := {f € Isom(G/H)/ f(e) = e} sous-groupe compact (puisque I'action de Isom(G/H) sur
G/ H est propre). Considérons alors <,> un produit scalaire sur Lie(Isom(G/H)) qui est Ad(K)-
invariant, et qui est alors Ad(H)-invariant (puisque H c K). La restriction de <,> au sous-espace
¢ est alors Ad(H)-invariant, donc Ad(H) c O(%). D’ot le résultat puisque O(¥%) est compact. [
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Corollaire 8.2. Supposons que l'action homogene G — Diff(G/ H) est effective. S'il existe une mé-
trique riemannienne G-invariante sur G/ H, alors le groupe de Lie G admet une métrique rieman-
nienne invariante a gauche et H-invariante a droite; la restriction de cette métrique a H est biinva-
riante.

Démonstration. D’apres le théoréme précédent, on peut choisir <, > un produit scalaire sur ¢ qui
est Ad(H)-invariant. On définit ensuite une métrique riemannienne <<, >> sur G en posant :

<< X, Y>>=<a'X,alyY> VX YeT,G

il est alors facile de vérifier (exercice) que cette métrique est invariante a gauche et H-invariante a
droite. O

9 Actions propres

Définition 9.1. Une action de G sur M est propre si pour tout compact C de M l'ensemble
Gec:={geG/IgCNnC# @}

est compact.

On rappelle qu'une application f: M — N est dite propre si 'image réciproque d'un compact
est un compact.

Proposition 9.1. Soit G un groupe de Lie, M une variété différentiable et p : G — Diff(M) une action
différentiable de G sur M. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Laction de G sur M est propre.
2. Lapplicationy : G x M — M x M donnée par : w(g, p) = (g p, p) est propre.

3. Si(xy) est une suite convergente de M et (g,) est une suite de G telle que (g;, - x,,) , est conver-
gente. Alors (g,,) posséde une sous suite convergente.

Démonstration. .

(1) = (2) : Supposons que I'action de G sur M est propre. Soient C; et C, deux compacts de M et
posons C = C; UC,. Pour montrer que 1//_1 (Cy x C») est compact, il suffit de montrer que 1//_1 (CxO)
est compact. Ona:

v I(CxC) = {(gx)eGxM/peCetg-xeS}
= {(gx)eGxM/peCnglc
= {(g.x)eGxC/xeCngl.C}
c GecxC

Par hypothése G¢ est compact et donc ! (C x C) est compact comme fermé dans un compact.
On conclut que v est propre.
(2) = (3) : Supposons que l'application ¥ : G x M — G x M est propre. On se donne une suite
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(xn)n de M qui converge vers un élément x et (g,) une suite de G telle que la suite (g, - x,) converge
vers un élément y € M. Posons

Cr={pn, neN}u{x} et Cy={gn-xn neNu{y}

Lensemble ¢~ 1(C; x C,) est un compact de G x M qui contient la suite (g,,, x,). Donc (g,,) admet
une sous suite convergente.

(3) = (1) : Soit C un compact de M et (g,) une suite de G¢. Pour tout neNona(g,-C)NnC # @.
Considérons pour tout n € Nun élément p,, € C tel que g,.x, € C. Quitte a se restreindre a une sous
suite on peut supposer sans perte de généralités que les suites (p,) et (g,.X,) sont convergente.
Lhypotheése implique que la suite (g;) possede une sous-suite convergente. On conclut que G¢ est
un compact de G. O

Proposition 9.2. Si l'action de G sur M est propre, les orbites sont fermés dans M et l'espace des
orbites MG est séparé.

Démonstration. Soient x € M et (g,), une suite de G tel que (g,.x) est convergente. D’apres la pro-
position précédente (g,) possede une sous suite qui converge vers un élément g € G. On conclut
alors que (g;.x) converge vers g.x € G.x. Lorbite G.x est alors fermé dans M. Maintenant, nous
allons montrer par ’absurde aue M/G est séparé. Supposons alors que x et y sont deux points de
M tels que X et ¥ ne peuvent pas étre séparés dans M/G. Soit d une distance sur M. Pour tout
n € N*, les ouverts G.B(x, %) et G.B(y, %) se rencontrent; ce qui montre I'existence de trois suites
Xn € B(x, %), yn € B(y, ) et 8, € G telles que y, = g, - Xp. La suite g, - x, = y, converge alors vers
y et x,, converge vers X, la suite g, admet alors une sous-suite g, convergente vers g € G. Il en
résulteque y=g-xetdoncx=1y.

O

Exemple 9.1.

1. Si G est compact, toute action topologique de G sur M est propre. Si M est compact, seuls les
groupes compacts operent de facon propre sur M.

2. Soient G un sous-groupe fermé d’'un groupe topologique H ; alors la translation a gauche (ou
adroite) sur H par les éléments de G définit une action propre de G sur H. Plus généralement
si K est un sous groupe compact de H, alors l'action homogene naturelle de G sur H/K est
propre.

3. Soit HxM — M une action transitive d'un groupe de Lie H sur une variété M, tel que le
groupe d’isotropie en un point soit compact. Alors Uaction induite de tout sous-groupe fermé
G de H sur M est propre.

1
Exercice Considérons le sous-groupe I de SL(2,IR) formé des matrices de la forme ( 0 ’11 )

. . . . a 0
avecn € Z (c'est un sou-groupe discret) et soit D le sous-groupe fermé des matrices ( 0 al )

avec a > 0. Pour U'action homogene de T" sur SL(2,IR)/ D est libre, les orbites sont fermées et
U'action n'est pas propre.
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4. Soit G est un groupe de Lie opérant par isométries sur une variété riemannienne M telle que
U'action soit effective. S'il existe un point x dans V tel que le groupe d’isotropie G soit compact
et que l'orbite Gx soit fermé dans V, alors l'action de G sur M est propre (S. kulkarni).

Théoreme 9.1. Soit G — Diff(M) une action différentiable propre etlibre. On a alors :

1. Lespace des orbites M| G posséde une unique structure de variété différentiable de dimension
dim M —dimG tel que la projection canonique n : M — M /G est une submersion.

2. Pour tout p € M/G, il existe un ouvert V. c M/G voisinage de p et un difféomorphisme

$:GxV — g iV
(&x) — (g x)

qui vérifie : p(g182,x) = 81 - (g2, x) et m(Pp(g, x)) = x.

9.1 Actions proprement discontinues

Dans cette section, I désignera un groupe discret et dénombrable. En d’autres termes, I" est un
groupe de Lie de dimension 0. Toute action I' — Diff(M) d'un tel groupe I est différentiable.

Définition 9.2. On dira qu'une action" — Diff(M) est proprement discontinue si pour tout compact
C de M l'ensemble
Ic:={gel/gCnC# ¢}

est fini.
Ce qui équivaut a dire que c’est une action propre d'un groupe discret dénombrable.

Proposition 9.3. Une action I’ — Diff(M) est proprememnt discontinue si et seulement si pour tous
x,x' € M, il existent des voisinages respectifs U et U’ tels que 'ensemble{g €T : (g.U)NU' # @} est

fini.

Démonstration. .

(1) = (2) : Soient x et x' deux points de M et U et U’ des ouverts relativement compactes de M
qui sont des voisinages respectives de x et x'. On suppose que ’ensemble

{geTl : (g.U)nU’ # @} est infini. Il existe alors une suite (g,) de I et une suite (x,) de U telles
que g,.x, € U'. Puisque U et U’ sont compactes on peut supposer sans perte de généralité que
les suites (x,), et (g,.x,) sont convergentes. Ceci implique que la suite (g,) possede une valeur
d’adhérence, ce qui est absurde car I est discret.

(2) = (1) : Soit (g,) une suite de I' et (x,) une suite convergente dans M vers un point x tel
que la suite (g,.x,) est convergente vers un point x’. Fixons U et U’ deux voisinages relativement
compactes de x et x’ respect