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1 Formule de S. Kobayashi

Soit V' une variété riemannienne compacte orientée et X un champ de Killing sur V. Il
est bien connu ([12]) que chaque composante connexe de I'ensemble des zéros de X est une
sous-variété compacte orientable (I'idée étant d’utiliser les coordonnées normales associées a
la métrique de V'), et que la codimension de telles sous-variétés est paire (la raison étant que
la codimension du noyau d’un endomorphisme antisymétrique est paire). En plus, 'invariant
d’Euler-Poincaré de V est la somme des invariants d’Euler-Poincaré de chaque composante

connexe W :
X(V)=> " x(W)
W

Cette formule peut aussi étre décrite comme suit : Soit T" un tore (groupe de Lie compact,
conneze, Abélien) qui opére différentiablement sur une variété différentiable V', alors linvariant
d’Euler-Poincaré de V coincide avec celui des points fizes VE :

X(V) =x(V")

Les deux formules ci-dessus sont équivalentes et on parlera alors de la formule de S. Kobayashi.
En effet, si on désigne par (¢;X); le flot du champ de Killing X, alors ’adhérence de {¢;X /t € R}
dans le groupe de Lie Iso(V') des isométries de V' est bien un tore T" opérant naturellement
sur V' et que les points fixes de cette action sont les zéros du champ X. Pour la réciproque, on
chosit une métrique riemannienne sur V telle que I'action de T" soit par des isométries et on
prend ensuite un élément hy dans I'algébre de Lie R” de T" tel que {expthy/t € R} soit dense
dans 7 ; le champ de vecteur fondamental X, associé a hg est bien un champ de Killing dont
les zéros sont les points fixes de ’action de T".

Exercice 1.1. Soit V' une variété riemannienne compacte connezre de dimension paire orientée
et X un champ de Killing a singularités isolées : Zeros(X) = {p1, - ,pr}-
— Montrer que pour tout i = 1,...,k lindice du champ X au point p; est égale a 1.
— En déduire alors que dans ce cas, la formule ci-dessus est une conséquence immédiate du
théoréeme de Poincaré-Hopf (cf. théoréeme 5.3.2).
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Remarque 1.1. 1. La formule de S. Kobayashi a été démontrée en prenant comme défini-
tion pour x(M) la somme alternée Z?ggM(—l)i dim H'(M,R) (la caractéristique d’Euler-
Poincaré de M), et le théoréeme de Gauss-Bonnet affirme que cette somme coincide avec
l'intégrale sur M de la classe d’Euler de T'M c’est-a-dire Uinvariant d’Euler-Poincaré de
M. C’est pour cela que nous avons énoncé la formule ci-dessus an parlant de linvariant

d’Euler-Poincaré.

2. En appliquant la formule de S. Kobayashi au cas ou V' désigne une surface riemannienne
(compacte connexe) orientée, nous obtenons que : les seules surfaces qui possédent une
métrique riemannienne ayant un champ de Killing non trivial (i.e autre que le champ
identiquement nul) sont la sphére S? et le tore T?. En particulier, pour les surfaces de
genre g > 2 (cf. page 7 Exercice 1.4.4) il n’existe aucune métrique possédant des champs
de Killing non triviauz !

Exemple 1.1. La sphére S étant munie de la métrique induite canonique de R**1. Le tore
TT = S' x --- x SY opére par isométries sur la sphére S*" :

(ewl»"' ,ewr)-(%a"' 7$2r+1) = (yh"' 7?J2m$2r+1)

0l : Yog—1 = (€08 Ok )Tap_1— (SIn Ok )Toy et Yor = (sin Oy )xor_1+(cos O )xar, pour tout k =1,... 7.
1l est facile de voir que les seules points fizes de cette action sont les deux pdles nord et sud
Nt =(0,---,0,1) et N~ =(0,---,0,—1). On retrouve alors : x(S*") = 2.

En dérivant action, nous obtenons r-champs de Killing {X,, ..., X,} sur S*" donnés par :
0 0
Xy =—2x +z
k 2k Do 2k+1 Dot
Question : Déterminer des nombres réels {61,...,0,.} tels que les zéros du champ de Killing

X =", 0 Xy coincident avec Uensemble des points fizes de Uaction du tore T" sur S* ?

Exercice 1.2 (Champs de Killing sur R"). Soit F =" | Fia%i un champ de vecteurs sur R".
on munit R"™ de sa métrique canonique <, >.

1) Montrer que X est de Killing si, et seulement si pour tous j,k=1,--- n on a :
oF; OF;
+ 52 =0
6xj 81‘,
2) On suppose que X est un champ de Killing.
1. En dérivant les équations 1), montrer que pour tous i,j,k =1,--- n on a :
O0*F;
J — O

2. En déduire lexistence d’une matrice antisymétrique A € so(n) et d’un vecteur v € R"
tels que :
F(z) = Az 4o

ot dans cette égalité le champ F est interprété comme une fonction F : R" — R",
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3. En déduire que l’ensemble des champs de Killing sur R™ est une algebre de Lie de dimen-

sion "("TH) ; plus précisement c’est le produit semi-direct so(n) x R™.

3) La métrique de R™ étant invariante par les translations, ceci permet de munir le tore T" =
R™/Z" d’une métrique canonique de fagon que le revétement R™ — T" soit une isométrie locale.
Déterminer les champs de Killing sur T™ ¢

Remarque 1.2. [l est facile de voir que U’ensemble Kill(M) des champs de Killing sur une
variété riemannienne M est une sous-algébre de Lie de ’algébre des champs de vecteurs. On
montre qu’il est de dimension finie, de dimension mazimal @ oun=dmM ([13]); c’est
lalgébre de Lie du groupe de Lie Iso(M) groupe des isométries de M muni de la topologie
compacte-ouverte. Notons aussi que ’action naturelle de [so(M) est une action propre ([18]);
en particulier tous les groupes d’isotropie sont compacts et que lorsque la variété M est compacte
alors le groupe en entier est compact.

Exercice 1.3 (Applications de la formule de S. Kobayashi). Soit G un groupe de Lie compact
conneze et T un tore mazimal de G (i.e s’il existe un tore T" plongée dans G tel T C T’ alors
T = T'". Désignons par Ng(T) le normalisateur de T dans G (i.e le plus grand sous-groupe de
G dans lequel T est distingué).
1) En utilisant l’action homogeéne a gauche de T sur G /T, montrer que x(G/T) = Card(Ng(T)/T).
2) Montrer que si T et T" sont deuzx tores mazimauz de G, alors il sont cojugués (i.e il existe
a € G tel que T' = a 'Ta). La dimension du tore mazimal est alors un invariant du groupe
qu’on appellera rang G.
3) Soit K un sous-groupe fermé (donc compact) de G. Montrer que :
- Sirang K <rang G alors x(G/K) = 0.
- Sirang K =rang G alors x(G/K) = ng/ng, ot ng = Card(Ng(T)/T) et ng l'analogue
de ng en changeant G par K.
Indication : considérer Uaction homogeéne de T sur G/K et montrer que (G/K)" =

Ne(T)/Ne(T) N K.

Remarque 1.3. Comme nous l’avons précisé auparavant, la formule de S. kobayashi concerne
la classe d’Euler, il serait donc intéressant d’avoir une formule plus générale et qui permettrait
ausst d’avoir une description de la localisation de tous les nombres de Pontryagin de V ; c’est
ce que nous allons voir dans la section qui suit.

2 Formule de Baum-Cheeger

L'objectif principal de cette section est d’illustrer I'utilisation du complexe de Cech-De
Rham pour établir des formules de résidus de classes caractéristiques réelles, et ceci en étudiant
une situation intéressante mais particuliére d’un probléme encore ouvert dans toute sa globalité,
a savoir : Etablir des formules de résidus de classes caractéristiques de fibrés vectoriels sur
lesquels opére un groupe de Lie compact G.

Décrivons avec un peu plus de détails le probléme. Soit &€ = (E = V) un fibré vectoriel et soit
G un groupe de Lie compact opérant sur (E = V). Lorsque I'action de G sur V est quasi-libre



3 ACTIONS DE GROUPES DE LIE SUR LES FIBRES VECTORIELS 4

(c’est a dire tous les groupes d’istropie sont discrets donc finis), alors les classes caractéristiques
de dimension supérieure ou égale 4 dim V —dim G+1 de E = V sont nulles (cf Théoréme 4.7.8).
Ce théoréme d’annulation donne naissance a un probléme de résidus : Décrire, quand [’action
n’est plus quasi-libre, la localisation des classes caractéristiques de dimension supérieure ou
égale o dim'V —dim G +1 d’un G-fibré vectoriel, autour du lieu singulier )y, qui est I’ensemble
des points de V' ot le groupe d’isotropie n’est pas discret.

Comme contributions a la résolution de ce probléme, on peut situer les travaux [5] [8], [2], [1].

Nous allons nous limiter dans notre présentation actuelle au cas étudié dans [5]; ¢’est-a-dire
une formule de résidus pour les classes caractéristiques réelles de dimension maximale pour un
fibré vectoriel £ — V sur lesquel opére un champ de Killing X. Une telle situation revient
au méme de considérer le cas d’un fibré vectoriel £ — V muni d’une action d’un tore T?; en
effet, partons d’un vecteur hg dans algébre de Lie R? de T? tel que {expthg/t € R} soit dense
dans T, alors le champ de vecteurs fondamental X}, est bien un champ de Killing sur V' pour
une métrique riemannienne T%invariante et opére sur le fibré. La variété V' sera aussi supposée
compacte orientée de dimension paire.

Le paragraphe 1 est consacrée a des rappels sur les actions differentiables de groupes de
Lie sur les fibrés vectoriels; le paragraphe 2 a la démonstration d’'un lemme sur I'existence
d’une connexion spéciale. Au paragraphe 3 nous énoncons le théoréme principal ; et au dernier
paragraphe, on donnera la démonstration de ce théoréme.

3 Actions de groupes de Lie sur les fibrés vectoriels

Soit G un groupe de Lie opérant différentiablement a gauche sur un fibré vectoriel £ = (£ 5
V), cela signifie que G opére sur l'espace total £ en envoyant fibre vectorielle sur fibre vectorielle
par des isomorphismes linéaires ; naturellement une action de G sur V' en est alors induite de
fagon que la projection 7 soit G-équivariante (i.e. on a une représentation de G dans le groupe
des automorphismes Aut(E) du fibré). Un tel fibré sera appelé un G-fibré vectoriel. Notons
qu’en partant d’une action différentiable de G sur V, et en dérivant celle-ci nous obtenons que
le fibré tangent est ainsi un G-fibré vectoriel ; et si maintenant W est une sous-variété de V'
qui soit G-stable par 'action alors le fibré normal vy (W) = TV, /TW est aussi un G-fibré
vectoriel.

On notera ['(§) le C*°(V)-module des sections de £. De maniére naturelle une action de G sur
['(€) est décrite comme suit : pour g € G et 0 € I'(§), on définit g.oc € I'(£) en posant :

(g.0)(z) = go(g~'x) pour x €V
Pour tout h élément de Palgébre de Lie G de G, on désignera par 65, : I'(€) — T'(€), Uopérateur
défini par :

(050)(x) = % li=o ((expth).c)(x) , pour x € V.

S’il n’y a pas de confusion possible, cet opérateur sera noté ;. Le champ de vecteurs fonda-
mental sur V associé & h € G sera désigné par X, soit pour tout x € V on a :

d
(Xp)e = pr li=o (exp —th)z
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L’action de G sur V est dite quasi-libre si en tout point x € V, le groupe d’isotropie G, =
{9 € G / gx = x} est un sous-groupe discret de G.

3.1

1.
2.

3.2

Propriétés
On(fo) = (Xunf)o + f(Oro), pour tout h € G, 0 € I'(§), et f € C(V).

Pour tout h,k € G on a:
Z)e[h’k] = 9h o) Hk — Qk o) 0h

ZZ)X[h’k] = [Xh, Xk]

. Si (,) est une métrique riemannienne G-invariante sur &, alors pour tous o,7 € I'({) et

heGona:
Xh' <0', T> = <0h07 T> + <07 9h7-> .

. 1) V est une connexion riemanienne si et seulement si

X.(o,7) =(Vxo,7) + (0,VxT)

pour tout o,7 € I'(¢), et X champ de vecteurs sur V.
ii) Si V est G-invariante, alors pour tout Y € x(V) on a :

OhpoVy —Vyol, =Vix,y

Pour tout V connexion linéaire sur &, et h € G, on définit Popérateur S, = 0, — Vx,. On

a:

— Sp € Homeeo(vy(I'(§)), et par suite définit une section du fibré des endomorphismes de
€. Soit Sp, € I'(End¢).

— Si la connexion V préserve une métrique riemannienne G-invariante ( , ), alors Sy, est
antisymétrique.

— Si V est G-invariante, de courbure R, alors

VS, =i(X))R.

Dans le cas particuiler d’un G-fibré vectoriel £ : E — V ou l'action de G sur la base V
est triviale, alors 0, € Homeee (1) (I'(§)).

Voisinages tubulaires G-stables

Soit G un groupe de Lie compact opérant différentiablement sur une variété différentiabe
V, et soit W une sous-variété fermée de V', qui est G-stable. Alors il existe ([4]) un voisinage
tubulaire G-stable de Wdans V', noté (U, 7, W) ; on appelle ainsi les données :

— d’un voisinage ouvert G-stable U de W dans V,

— d’une métrique riemannienne G-invariante sur N(W) = TV, /TW fibré normal de W

dans V,
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— d’un difféeomorphisme G-équivariant de N (W) sur U échangeant la section nulle de N (W)
et 'inclusion naturelle de W dans U.
On désignera par 7 : U — W la rétraction locale correspondant a la projection du fibré N(W) —
W par le difféeomorphisme entre N (W) et U.

Remarque 3.1. Désignons par n la restriction a U—W du fibré tangent vertical Ker(Tm) (Ce
dernier étant un ). Alors, n est naturellement un G-fibré vectoriel (comme muni sous-fibré du
fibré tangent TU — U qui est en plus stable par 'action dérivée de G sur TU ). Le fibré n posséde
une section partout non nulle et G-équivariante qu’on appellera champ de vecteurs radial ; c¢’est
le champ de vecteurs Z défini par le groupe & un paramétre (t,z) — e'.z de R x (U — W)
dans (U —W), (le produit externe provient de la structure vectorielle existante sur les fibres de
U — W ). La section obtenue est bien G-équivariante, puisque pour tout g € G et z € (U — W)

on a :
d . d

Ly, = A li=0 (€'(g.2)) = p |t=0 (9-(€tz)) =9.Z.
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4 Théoréme principal

Théoréme 4.1. Soit ¢ = (E 5 V) un T"-fibré vectoriel de base V une variété compacte,
orientée, de dimension paire). Soit hy un vecteur dans l'algébre de Lie R" de T" tel que
{exptho/t € R} soit dense dans T, et notons Xy, le champ de vecteurs fondamental asso-

cié. Soit (&) € H? (V) une classe caractéristique du fibré vectoriel & de dimension mazimale
2l = N. Alors :

p(&) ~ [V] =) Res, (W)

La sommation porte sur la famille (W), des composantes connexes de Zéro(Xp,), et le nombre
Res,(W,) est donnée par :
(—W&‘ +0h) ) ] ~ W]
Nq Nao a
X(RNe + Ons ) N—2m.
ou :

- Zéro(Xn,) = [, Wa, Wa composante conneze de Zéro(Xp,) de dimension égale & N — 2m,,.
- (B)N—2m,, désigne la composante de degré N —2m,, de la forme différentielle fermée hétérogéne
B, et [(B)N_am,] désigne la classe de cohomologie de ce cocycle.

- Ré est la courbure d’une connexion métrique T -invariante Ve arbitraire sur le fibré &, =
Eyw, — W,y restriction de E — V' a la sous-variété W, (c’est une forme fermée car VQfL‘; =0
puisque laction de T" sur la base ce fibré est triviale). De méme R™> est la courbure d’une
connexion métrique T"-invariante V™o arbitraire sur N, fibré vectoriel normal de W, dans V.
- Xm,, €st le polynome pfaffien défini sur 'algébre de Lie des matrices antisymétriques so(2my).

Res,(W,) =

Remarque 4.1. 1. Dans le cas particuler ou E =TV, V wvariété riemannienne compacte,
orientée, de dimension paire et W, est un point isolé {p}, alors le résidu Res,(W,) est

donné par :
_ o(Ax(p))
X(Ax(p))
ot Ax(p) est l’endomorphisme antisymétrique de T,V naturellement définit a partir de

la dérivée covariante (Ax = Lx — Vx = =V X, V la connexion de Levi-Civita associée
a la métrique riemannienne T -invariante).

Res,(p)

2. Si E=TV et o =, alors on retrouve la formule de S. Kobayashi.

Exemple 4.1. Prenons comme exemple simple la sphére S*. Comme nous l’avons vue aupara-
vant, la rotation autour de I’axe verticale est une action de S* qui a deuz points fizes {N+, N~ }.
Calculer Res, Nt et Res,, N~, et retrouver alors que p1(S*) = 0 (résultat qui découle aussi du
fait que S* est le bord de la boule unité fermée D?).
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5 Démonstration du théoréme

Posons Hy = {thyg/t € R}, c’est une sous algébre de Lie de R* algébre de Lie de T", elle
engendre donc un groupe de Lie connexe Hy immergé dans T de dimension égale a 1. Pour
tout x € V, on a:

: [0 si xeV —Zéro(Xy,)
dim(Hp).» = { 1 si x € Zéro(Xx, )

L’action de Hj sur le fibré £ étant induite par celle de T, on en déduit ’existence de métriques
et connexions invariantes par Hy sur &. Il en découle que les classes caractéristiques de & de
dimension N se localisent sur Zéro(Xp,).
La décomposition de Zéro(Xj,) en composantes connexes s’écrit : Zéro(Xy,) = [[, Wa,
(chaque W, est une sous variété connexe, orientée, fermée dans V', de codimension 2m,,).
On remarque que Zéro(Xp,) est T"-stable, et que chaque composante connexe W, Pest aussi
puisque T" est connexe.
Pour tout «, on désignera par (Uy, 7o, W,,) un T"-voisinage tubulaire de W, dans V. On sup-
pose que les ouverts U, sont disjoints deux a deux (De tels données existent a cause de la
compacité de T" et puisque W, est T"-stable, voir [4]). On a ainsi un recouvrement naturel de
V' par deux ouverts G-stables :
U={U°U"'} avec

U° =V — Zéro(Xy,)

Ut =11,0a

Le complexe de Mayer-Vietoris associé a ce recouvrement ; est donné par :

MVU) = U)Puh P uenut)

= OV — Zéro(Xn,) DEP @ (U.) DED (U — Wa))

i€l «

avec la différentielle
D(Xo, A1, Ao1) = (dXo, dNy, —dAor + A1 — o)

(d désignant la différentielle de De-Rham).
Ce complexe différentiel permet de réaliser la cohomologie singuliére réelle de V. Un élement
de MV (U)* sera appelé "hyperforme de degré *”, relativement au recouvrement Y.
Notons 7*0(q) I’algébre des polynomes sur I’algébre de Lie des matrices antisymétriques so(q),
invariants par la représentation adjointe adO(q), (ou ¢ = rang¢), graduée en dimension paire.
Pour tout couple de connexions {V°, V'} :
V? connexion riemannienne sur le fibré vectoriel riemannien

o __ ™ o
g - (E|UO - U )
V! connexion riemannienne sur le fibré vectoriel riemannien

gl = (E\m - Ul)?
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On désignera par

QO(VO7 Vl) = (SD(VO)7 Qp(vl)7 @(VC)? vl))
(ott o(V*) désigne P’homomorhisme de Chern-Weil usuel, (k = 0,1). p(V°, V') est la forme
différence de R. Bott associée au couple de connexions {V°, V!} et au polynome ¢ ; il satisfait
legalité d(¢(V°, V1)) = (V') — p(V°). La classe de cohomologie [p(V°, V)] € H*(V) est
indépendante du choix du couple (V°, V1), et définit la classe caractéristique p(¢£) € HZ(V)
du fibré vectoriel £ associée au polynome ¢.
S’il est possible de choisir V° comme @-connexion (c’est-a dire ¢(V°) = 0), on aura :

o~ V=Y [( ][so(Vl) - ][sow%vl)

o D2mg S2ma—1

— [Wa]

ou: f désigne 'opérateur d’intégration le long de la fibre associé au fibré en disques fermés du
D<Ma
, . . . 7T P 2 A 2 N
fibré vectoriel riemannien (U, = W,,), et JCQdes%gne Iopérateur associé au fibré en sphéres du
Samao—

, . . . T
fibré vectoriel riemannien (U, = W,)).
Ainsi le probléme revient a faire un choix judicieux des connexions V° et V! de facon que :

(*)
p(V°) =0

(R + b;2)
vl o ][ vo7 vl 0
[(][SO( ) SO( ) <X(RNQ + 92\;&) 2l—2mq
pour tout a. C’est ce qu’on va établir.

D2mq S2ma—1
Pour tout «, on se donne désormais un isomorphisme T"-équivariant

()

q)a = éUa i 7.‘-;1(&01)

(o &y, = (B, = Ua) et & = (B}, — W,), tel que par restriction des deux membres de
I'isomorphisme & &, on obtienne I'identité.

Munissons ensuite le fibré vectoriel ¢ = (E = V) d’une métrique riemannienne T’-invariante
(,), dont la restriction a &y, coincide, via I'isomorphisme ®,,, avec I'image réciroque par m, de
sa restriction a &, (ce qui est possible : un argument de partition T"-invariante de l'unité le
montre).

Munissons & d’une connexion riemannienne T"-invariante V!, dont la restriction a &y, coincide,
via 'isomorphisme ®, avec I'image réciproque par m, de sa restriction a &,.

Choisissons d’autre part une métrique riemannienne T"-invariante sur le fibré tangent a U°, et
considérons la 1-forme a € Q1(U®) définie par : a(X},) = 1 et a(Y) = 0 pour Y orthogonal &
Xp,- Désignons ensuite par V° la connexion linéaire sur £&° = (E,, = U®) définie par :

Vo=V +a® s,

(ou S, = Op, — tho); c’est-a-dire que pour X € x(U°), et 0 € I'(§°) on a Vo =
Vio + a(X)(0p,0 — V}%U)).
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- la connexion V° préserve la métrique ( ) : pour X € x(U°) et 0,7 € I'(£°) on a I'égalité
X Ao,7) = (V%o ,7) + (06,V%T). En effet, si X est orthogonal & X, alors V% = Vi et
'égalité est vérifiee puisque V' est riemannienne. Et pour X = X}, , I’égalité est encore satis-
faite puisque VY, = 6, et la métrique () est T"-invariante.

o

[Xho’X}
En effet, si X est orthogonal a X}, alors [Xj,, X| 'est aussi puisque la métrique ( ) est T"-
invariante, d'ott Viy, = V[IX}“X] et V& = VL et par suite (g) en découle puisque V° est
T"-invariante. Pour X = X, I'égalité (¢) est encore satisfaite.
- La connexion V° est une ¢-connexion. En effet, puisque V° est T"-invariante, nous avons
Ve(Op, — V}ho) = (X}, )R (R° désigne la courbure de V°), d’ou i(X,,)R° = 0, ceci implique
que (Xp,)(V°) = 0. Ainsi, p(V°) =0 (puisque dim ¢(V°) = dim V).
D’un autre coté, vue la naturalité de 'homomorphisme de Chern-Weil, la restriction de la forme
différentielle ©(V°) a U,, coincide avec 'image réciproque par 7, de sa restriction a W,. On
en déduit que (V') =0 pour tout a.

D4Ma

- La connexion V° est T"-invariante : pour X € x(U°)on a [0, V]| =V

Ainsi le probléme revient & démontrer que pour tout «, on a :
. p(RE + 657)
][(—SO(V , V) — Ny ~ [W4]
X(RNe + 9h0 ) N—2ma

S2mea—1
La forme différence de R. Bott associée au couple de connexions {V°, V'} et au polynome ¢
est donnée par :

(V) = f o R B

[0,1]
R désignant la courbure de la connexion %: tVe + (1 — t)V*! définie sur le fibré vectoriel

TXid

S(UafWa) X [07 1] = <E|(Ua—Wa) X [07 1] - (UOl - Wa) X [07 1])

On a: N
V=V'+t(V°e=V) =V'+ta® S,

Nous obtenons ainsi : R= R! + d(t.a) ®Sy, (car V'S, = i(Xp,)R' = i(Xp )T R, ot R

désignant la courbure de la connexion V' = restriction de V' a W,, et par suite Vs, =0
puisque X, est projetable sur 0).
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On en déduit :
~ o~ o~ l . iy
£ (R R R) = £ (375 Clep(, R',Sp Spy) A (dt A a+t.da)—7)

J l—j

l j . i
- f?o,g =0 CZJQO(Rl’ ..'., Rl’ Sfllo’ ...., S}ILO) A (l —j)dt Aa N (t.da)l j 1)

J l—j

_ I ' N ) Lo . o
= JC[O,QZFO Ci(l— )7 dt A (e(R, ..., R', Sy s Spy)) A a A (da)'=771)

J I—j

! j i
=0 Clo(RY, .. R S; . Sh) Aa A (da) =7
J I—j
autrement dit, —p(V°, V) est la composante de degré (21 — 1) de la forme différentielle hété-

rogene
a

1—da
a
1— da))m*l

L’opérateur S}LO en tant que section du fibré vectoriel des endomorphismes de £y, coincide, via

PR+ Spys ey BT+ 830 ) A )

c’est-a-dire

—p(V°, V1) = (p(R' + 5,,) A (

. . . . ! ,
I'isomorphisme ®,, avec I'image réciproque par 7, de sa restriction S,  au fibré des endomor-

phismes de &, ; en effet : les deux sections Sio et W*?,lm coincident en-dessus de W, de plus on
a

VIS, =i(Xp)R' =0  sur U,
et Vl(ﬁj‘gio) = val.wg‘gio = w;(vlﬁio) =750)=0 (71 désignant la restriction de V' a
W,). Le transport par parallélisme induit par la connexion V! implique que les deux sections

coincident partout.
Finalement, on peut écrire :

(VYY) = (o

Parfois dans ce qui suit nous noterons la sphére S?™«~! tout simplement par S. On peut alors
écrire :

) AT O(R + Sp))ai1 (E)

_ [][¢(V°,V1)] ~ (@ +31,) A (f i _ada))”‘m]

S L S

[foe ] 00 [ 25

La forme différentielle fs - est fermée; en effet i(Xj,)da = 0 car a est T'-invariante

et i(Xp,)a = 1, d’ou fs lf‘;a = 0 puisque le champ de vecteur X}, est tangent aux fibres de

(U, ™8 W,) et partout non nul sur U, — W,

Et parsuite :
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Lemme 5.1.

][ a B 1
2ma11_ da B XT)M(RNQ + Q}JX)Q)

S

RNe désignant la courbure d’une connezion riemannienne T"-invariante sur N, : fibré normale
a Wy, dans V. (9,]:([)‘” est section du fibré des endomorphismes antisymétriques de N, puisque le
tore T opére trivialement sur W, ).

Démonstration du lemme :

F.Gomez (|8]) avait donné une démonstration de ce lemme en utilisant la partition de 1'unité,
le théoréeme de Stokes et la démonstration du théoréme de Gauss-Bonnet-Chern. Nous allons
montrer, sans partition de 'unité, qu’en utilisant les formes différences de R. Bott, ce lemme
découle du théoréeme de Gauss-Bonnet-Chern.

Il s’agit d’établir I’égalité suivante :

a * o @ —
[][ (g P T (R 0 ))] 1
S2me —

ou encore les 2 identités suivantes : i) [JCQ (_11—ada A T X me (RN + 9%))%&_1] =1,
S<mao

ii) [f— AT X (RN + 9%‘))2]41] = 0, pour tout j > m,,.

omolotda

Désignorfs par 7, la restriction a U, — W, du fibré tangent vectical Ker(dr,). Il s'identifie
canoniquement au fibré image réciproque de N, par ’application %a: Ty —wey) -
Le T"-fibré vectoriel 7, posséde (Z, champ de vecteurs transversal) comme section partout non
nulle et T"-équivariante. Aprés avoir muni ce T" fibré vectoriel de la métrique riemannienne
image réciproque de celle existante sur N,, on peut le munir de 3 connexions riemanniennes
T"-invariante :

(%) V& = 7?1 Ve connexion image réciproque d’une connexion riemannienne T"-invariante
Ve choisie sur N,

(#%) VO =V +a® Sy, avec Sp = 0 — g

(% % %) V7 connexion riemannienne T-invariante préservant le champ de vecteurs radial
normalisé é—ZP telle que V)Z{;O = 6’23, (voir le lemme ci-dessous pou l'existence d’une telle
connexion).
En désignant par X, (V®, Vo) (resp. Xm. (V2, V%) et xp, (V7 V) la forme différence de
R. Bott associée au couple de connexions {V*, V®} et au polynome x,,,, (resp. {VO“’, VZC“} et
{VZ VoY) on a: X, (VY V) + X, (V°, VZ) + xp, (VZ2, V) est un cobord, d’out

f (o (V% 7°) 4+ xome (V9% V20 £y (V2 V7)) = 0

S2ma—1

D’un autre coté, le théoréme de Gauss-Bonnet-Chern ([11] page 477) nous permet d’établir :

][ Xma(Va,VZ‘“) =1

S2mea—1
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D’autre part, le méme calcul qui nous a permis de déduire la formule (E), nous permet d’affirmer
que :
Xma (V, V) = (

a * Na N

Pour établir i), il suffit donc de montrer que :

][ Yome (V9% V22 —

S2ma—1

Nous avons : Xy, (V*, V%) = £ v, (é, e ,é) : avec R désignant la courbure de la connexion
[0,1 ——

V =tV + (1 —t)VZ définie sur le fibré vectoriel p~t(n,)= fibré image réciproque de 7, par
la projection naturelle p : (U, — Wy) x [0,1] — U, — W,.

En munissant la variété (U, — W,) x [0,1] de laction g - (z,t) = (g - x,t) pour g € T",
€ (U, —W,), et t€[0,1], et le fibré p~(n,) de 'action image réciproque; on en déduit que
la projection p devient T"-équivariante et la connexion V devient T-invariante et préservant la
métrique image réciproque. De plus, on a : Vy, = 0(ho) car V?g’ho = Oy, et V)Z(‘ZO = Op,, d'on

i(Xp)R = 0 et par suite i(Xp,)Xm., (R) = 0 et i(Xp,)Xm, (V,VZ) = 0 (car i(X},) o JC[O =
UC o i(Xho))'

[0.1]
Le champ de vecteurs Xj,, étant tangent aux fibres de la fibration (U, — W,) 3 W, partout
non nul sur U, — W, on en déduit que

][ o (V7 V2) = (.

S2ma—1

Il reste a établir ii). La courbure R*° de la connexion V° étant donnée par : R* = R*+da®S},
nous obtenons : Xm, (R*) = (Xm, (R* + S5) A 17552 )2m. €t par suite

Qo a _ a * Nq Na
Xma(R )Al_da_ Z(l_da/\ﬂaxma(R +6h0 ))2j+1

jZzma

ainsi ii) est équivalente a

Or I'égalité X, (Vo) = d(xm, (V*,VZ)) donne :

[ F ol ag _ada>] - [ F ol 95 g fada>]

S2mea—1 S2ma—1

D’autre part, puisque i(Xp,)Xm, (V*, VZ) = 0 et i(X},)da = 0, on en déduit que le second
membre de 1’égalité ci-dessus est nul.
Pour que achéver la démonstration, nous aurons besoin de démontrer le lemme qui suit.
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Lemme 5.2. Pour tout «, on peut munir le fibré vectoriel riemannien 1, (restriction a U, —
W, du fibré tangent vectical Ker(dn,)) d’une connexion VZ=, connerion riemannienne T’-
invariante telles que VZ‘*( A ) =0 et V =0,

Démonstration du lemme. Notons une fois pour toute que & cause de la densité de H
dans T", alors la Hy-invariance est équivaut a la T"-invariance.
Na étant un T"-fibré vectoriel admettant une section Z, non nulle et T"-équivariante, par suite
le sous-fibré en droite engendré par Z, qu’on notera L ainsi que son orthogonal L+ sont des
TT-fibrés vectoriels et nous avons : 7, = L & L.
On désignera par par p : I'(n,) — I'(L1) Popérateur de projection associé a cette décomposition.
D’un autre coté, 'action du groupe Hj sur le fibré 7, étant quasi libre sur sa base U, — W,,, on
peut alors le munir d’une connexion métrique V qui soit Hyp-invariante et telle que V Xpy = Oh -

Définissions ensuite VZ* connexion sur 7,, en posant : V47 = p(Vx7) pour 7 € T'(L1), et
Ve (Zar) = 0.

(IIZaH> p p
On vérifie facilement que la connexion V#= est riemannienne. Montrer ensuite que V“* est

Hy-invariante revient a vérifier les deux propositions suivantes

i)

Oa(VET) =V One7) = Vg 7
pour tout 7 € T'(L1)
ii)
Z, Z
Ono (V5 — Vi (Ohy(727)) = Ve ),
ho( Y ||Z ||) Y ( hO(HZaH)) [Xho’y](H 7., ||)

Le i) découle du faite que V est Hy-invariante et que I'opérateur 6, commute avec p (L* et L
sont Hog-stables). Pour ii) il suffit de montrer que 9ho(||z ”) = 0. Or nous avons

Z 1
=) =X () Za
12l Il

Qho (

(car 65,Z, = 0). D’ou

Lo 1

ho(m) = —m(()(h. (Zoy Z))Za) = 0

(car V préserve la métrique et thO Zo =0nyZo =0).
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