
Algèbres de Jordan CI)
•
Soit LA , .) estune algèbre nonassociativesalle .

0

Cy
.

corp.pe commutatif de caractéristique)
làd A stunlk-espace vectoriel et

• : AXA → A est une appli
Gers)→ x.y

cation
bilinéaire .

On peut définir deux autres produits
sur l'espace vectoriel A :

@ , y] : = Ê La - y _ g.x) ,
xoy : = Ez Lay + y . x) ,
Ha,y C- A .

L' algèbre non associative LA , [ , ] )
sera notée ¥et l'algèbre non
associative ff7,0) sera notée At .

• Si (A) .) estune algèbre non associative,
on considère l'application trilinéaire
suivante appelée l'association :
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Définitions- Notations .

Soit CA , .) une algèbre non associative .
• Soit XEA ,

L
×
: A→ A

y 1- ↳cy) : = X.y ,
↳ es la multiplication à .

gauche par X .

Rx : A→ A

y ,→ Rxly) : = y . X ,
Rx est la multiplication à droite
par × .

• Soit D: A→ A une applicationlinéaire
, D est dite une dérivation

de CA , -) si :

DIX-y) = DCN - Y + X. DCY),
ttHy et , Cà#

BD = [D, Lx ] : = DL×- ↳D,
AXE A .



\

Définition (AlgèbredeJordan) .
Soit CA , .) une algèbre non associative
LA , . ) est dite une algèbre
de Jordan si :
⑤ "

.

" est commutative

Cid ↳ =R × , tt X Et ,
et

FX, y C- A, Asso (X,y, xD= o
càd X2 = × 1¥ x2) , où XEXX .

ALa condition veut dire aussi :

tt X C- A
, 1×2 ↳ = ↳24

Premiers exemples .
⑧ Toute algèbre associative et
-commutative estune algèbe
deJordan



② Si CA, . ) estune algèbre associative
,

alors CA, o) estune algèbre de
Jordan (où xoy-1-ztx.y-y.sn))

Ange# .

③ Soient V un espace vectoriel et

B une formebilinéaire symétrique
telle qu' il existe CE Vtq Bcc, c) =L .

Sur V
,
on définit le produitsuivant:

x.y : = Blc,x)y +Blc ,g)a -Bla,y) Ç
Vx, y C- K

Il est clair que ttxvy EU, x. y= y .x.

De plus , ta C-V, c.x= x ( Caio)

c est un élementneutre de c4 . )

Maintenant soient x , y C- V
,

-



x2
. y = (xx) , y

= @ Cc,xDa + Blc ,x) x - B (x ,a)§ . y
= 2 Blc ,x) (x.y) - Bbc,x) y
Donc Laz = 02 Blc ,x) La- ES la,x)iota
Par conséquent ,
Lar La= 2 BCC,a) Lala - Blain) la

= La L2Bcm)ln- Blain) igf)
= LaLx2 .

On conclut que Cy . ) est une algèbre
2de Jordan .
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Proposition .

Soit (A.) une algèbre non associative
LA , - ) est une algèbre deJordan
si etseulementsi :
④ VXEA

, ↳=Rx j

ttx ,y, 2-
C- A ,

[↳ 4.a) + Ely, Lz
.×] + {Lz ix.yf-0 .

( Identité deJordan) -

{On peut aussi écrire : Ça [4,4+3=07
Preuve . ( e )
SoitXEA, ④ ⇒ 3 IL × , 4×3=0

⇒ [× , ↳4=0
Donc CA , - ) estune algèbre de
Jordan .
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⇒ Soient x ,y , z EV et d HK

(A.) Jordan ⇒ Asso (kHz) ,y, tu
= o

Le coefficient ded = 0

⇒ 2 Asso Gray, 3.a) + Asso tzsypro
Soit t C- Y en remplaçant x par
x + It dans l'équation ci-dessus ,on obtient:
Asso Cny, t.zj-assoltysz.ae/xdsso(z,j,x-tt=o
(c'est le coefficient de D= o ) .

C'est - à -dire .

.

§ @iDtt.z) - xly.ct.zh-ft.yxz.at⇒ t.ly.cz
.x ) ) + fz.yjx.tl - iz.ly . Gott)

Est équivalant à :
" t.ztx-ht.z.tn + tz.at t - Lt lz.se
+ La

. E Lz - Lz'x. t = 0



Est-à - dire:

[ Lez , la] + [ lzxstt]
+ [ La

- t ) ↳I= °
c. q -fol

Remarque .

⇐ Lz Lay - Laly Lz
+
'
3.n'y - ' y .cz .a) +4.y'a

- Lzly La = 0 # xD
si on échange x et y dans#xD, on obtient:

lzly.a-tylxlz-tz.ytx-hx.cz -y)
c- lz.ae Ly - LzLa Ly= 0 #* µ
(* a) - (* ** ) -
⇐ELEEEz-tmey-lz.ycl-ly.cz?azIz.yzà- ↳aly
IEEE= o mm



Donc @ysLaJstzJ_Ly.cz.x) -xczy)
Par conséquent ,

[ Lz , [ la , les]] = tcx.zz.y-a.cz-y)
= LA

• (x,3D)
=L
[↳pas b)

Donc @ai té Mz] = l' [la,↳pts)
Càol [ la , Ly) estime dérivation

de CA, - ) (d)

Rappelons que si CA, . ) Meme algèbre
non associative , alors l'ensemble
de dérivations de A

,
noté DeCA ),et



une sous- algèbre de die de gl (A)
= (End(A)

,
0J .

Rappelons aussi que si CA, . ) est
une algèbrenon associative , alors
la sous-algèbre de l'algèbre
associative (End(A), o ) engendrée
par {4, xt A} U {Rx , X E- Ab
est appelé l'algèbre -Multiplication
associative de LA , -) notéem (A) .
" les élements de mot) sont
de la ferme E Spa . spa où
Si E f4, × Et} U {Rx , XEA}

' !

Maintenant , on va définir

l'algèbre -Multiplication dehie
de CA, - ) -
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L' algèbre -Multiplication de Là deCA, - Y,
notée LIA)et lasous-algèbrede glfAttendait
engendréepar {4 , x EA} V {Rx , xtotf.
C'est l'intersection detoutes

les sous- algè de gllA) contenant
{ lx, X C-A) U { Ra, × c- AS
-

M
connote Me= M

, Niez= CM1 , Mi]
Ai EAU? On montre que toi,j t HUI cnisoejjeMaj

Donc : L (A) = Ê
,

Mi : = ¥
,µ
!Manetti )

Gars le cas où CA , . ) est
une algèbre de Jordan , l'identité
④ implique que
L (A)= L (A) + [HAMAD



Définitions- Notations .

soit CA, .) une algèbre deJordan.
Inn (A) : =Veut { Ça , Lyf§ , myTAJ
Inn (A) E De CA) ( d'aprés l'identité

④ )
Soral D C-DhlA) et ony e- A ,

⑤ , CharlyD= ED, la] , Ly]
+ [ La, [ Daly)]

= [↳pas , Ly] t [la) LDCYD
C- Imr (A l

÷àî¥îî÷
Inn (A) est dit

-

[sous-espace on
l'idéal ds dérivations interviennes
de CA, . )



Donc L (A)= L (A) f- Inn (A)

• L'algèbre structure de CA , .)
notée str CA) est :-c
sNAl:=L(A)+DerLA

•
L'algèbre"structure intérieur de
CA , -) notée rstrCAJ est :

ist(A) i.= L (A)+ Inn (A)
càdish(A)=LA)

= veutSita , Enid tnytaf
Maintenant

, on
va voir comment

I. KANTORa construit une algèbre
3- graduée g- 9¥90④91
à partir d'une algèbre de
Jordan @il telle que ozôist (A)



Rappelons qu'une algèbre de Là
cq , Cdg ) est dite 2-graduée
si og = yogi , où toi,je%

qui estun sous
- espace vectoriel

de Oz et [Mis9j' C- Si+j -
On dira que og est 3- graduée
si q; = {04, tt iERIKne}
càol oz = oh,⑦ 9•④91 -

Soit CA, c) une algèbre deJordan,
on considère l'espace vectoriel
KanG) := 9 := 9.

a
④9#¥

où g.E- A ,
g ist LAI

= veut{ La , Ca, Ly] , my C- A}
C- End (A) .



%: vert LP, Lta ,PJ, aC- A}
c- End Cota④Iz , G-2)
-

2 Bilnssm (os 9F%)
où P: os.# 9-⇒ 9-a

Easy) ↳ x.y
et ta C- J ,

< La : g.é9→→ 9
,

définie par : Horry C- D-e ,

<La, P> Ca,y) : = a.Guy)- la y
- C.g)on
= Cala- Lala- Lan)41
= [La, Las - La . x)9)



L'espace vectoriel
kan (A)= 9¥ 90+091

muni du produit suivant
estune algèbre de hie 3-gradué:
• [ 9-⇒9-1=205-191,91
• [ f)x) = f (a) , 7ff90

et Hx C- ose
• [ Aix] (g)= A (a)y) , tt AEG,

etttxiytg
• CfB)Guy) = f (Bony)) - B (f (a) , y)

"

- B (fly) ) x) )
tt ft go , HB C- 91 N-mytg.ee



Laprochaine séance , je donnerai
la preuve de Cg , [,3) est
une algèbre de hie 3- graduée
Pour terminer

, on va expliquer
comment obtenir une algèbre
de Jordan à partir d'une
algèbre deLà 3- gradué
( E 'est ltudeé de départ de
I . Kantor pourfaire le
lui entre les algèbres de
Jordan et les algèbre, de hie
3-graduées )



Soit ( g = g⇒ ④ G.Ball}
Une algèbre dé dé z -graduée .

Soit a un élément qq de g.a ,
alors Cozy , .) où

• : Jax q,→ 91
Ex, y)↳ x. ya [ En a},y}

Et une algèbre de Jordan



Algèbre de Jordan (TI)
12/03/2022

Lacoustrnctiondejtètzdiunealgètnede Là 3- graduée à partird'une algèbre de Jordan .

Soit LA , . ) une algèbre de Jordan .

Soient a , b C- A , on notera :

Da
, b

: = [ La, Lb]
(estune dérivation intérieure de LA;) )
Gn a vuque : Va,y, z E A :

Marty, Lz]= Ça
,↳zcz),

et que Inn (A) : = Vert{Da,b , a , b et} '
estun idéal de l'algèbre de Lie des
dérivations DeLA) de# .



Rappelons que :
Va

,
b
, c
EA et tt DE Dala)

,

⑨ Dans + Db
,a-_oj@Da.b

,
et Dbc

, at Dc . a , b
= °

③ [D , Da
,
b) = DDos

, b
+ Da

,Dlbj

j . Titi a considéré l'espace vectoriel
Tit (A) : = Islam④*A)⑦ Inn# .

Sur cet espace vectoriel , il a considéré
le produit

bilinéaire

tanx-s%4aism.iq?.xmaUH , Va, BEA, FD, St Inn

[A ④ a , B ④BI-_ [AIBJ④a.b +2 tu LAB)Dani
et
[ D, A④AÏ: = # ④Dias -

-
/

| [Dis] : =DS - SD .



Rappelons que {HE, G} est une base
de steak) où ¥ (E %) ,
⇐ ( E E ) et a := LE 9) .

-

.

Cette base vérifie :
[H ,F) = 2F , [H, G) = - 2 G , [F, G)=H .

Cette base va définir une 3- graduation
del'espace vectoriel Tit (A) :
I.t (A) = fit LAD, ⑦fit laDo⑦État!

où fit(A)Là= 1kF ⑤
*
A j

fit (A)o : = KKH ④* A)⑤ InnA)i
fit(A)1 : = IKG ④*A .



Comme tr (H2) = 2 , tu CF 2)= tu (E) =o,
tu (HF) = tu LH G) = o et tr (FG)=1,
alors [ Titus.» Titlttéf Ç TIKA) a

T{ ¥: ¥
.

T

Proposition ( Titus , [ , ] + ) est
une algèbre de Là 3-graduée .

2

Preuve .

• Soient A, B, C C- slz UK) et a, b, c C- A .

[A④a, CB④ b, l④¥,
= [ A④a , CB, ④ b. c +2A (BC) Db,c)p
= ft, [B, ④ailb.D-2trCACBcYDay.e_2trlBD@xODb.cCa) )

✓
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A = H
,
D= F et c = G

→ [ A a , [Bxob , C④ c p

= [H④a, [Fxob , G ④et] ,
= [HI [ F , G)] ④ a. (b. c)
+2K ( H [Fils) Da, b. a
- 2K (FG ) (tt ④ Db

,<
Cas)

= [HIHI ④ a. (b. c) +2A LAY Da, b. c
- 2 ( H④Db , Ca) )

= 4 Da, b. c- 2L H ④Dz , Ca) )

→ [ F ④b, [G ④ c , H ④AI]
= [F , [GHB ④ b. (c. a)

+2K (F [ GIHJ ) Db
, c.a

-HIGH) f-④ Dçabl)
= -12 H ④ b.c. a) -14 Db

, c. a



→ [ G ⑦ c , [ A@ a, 5f ]
,

= [G) THÉ] ② c. (a. b)
+ 2 tu CGCHFI) Dc

, a.
b

-

2Fr (HF) ( G Dais (e) )

= - 2A ④ C- Ca _b) +4 Dc
, a. b

Ça ⑥ Hxoa, [ F-④ b , Gxo Ép
= 4 ( Da, Db

, cat Dc, a-b)
-2h ④ Dz , (a) +2 H④ b- c. at )
- 2 H④ c. (ab )

= 4×0 + H④ ( 2lb .cc .a) - c. (a. b)
= O

- Db, c (a) I
Car Db, , (a) = [ Lb,↳ (a) =Lblc (a)
- Lclçla) = blc a) - c (b.a)



Soit DE Inn (A) etsont A , BEAM
et a , BEA .

→ CD , [Axoa, B④b) Dr

= [ D, [ AIBJ ④ a -b +2 tu LAB)Dais]
= [ A ④ Dla -b) +2K (AB) [Dida

,]
→ [ Axoa, ↳B ④ b , DI] T
= -[A④ a , B ④DoD]

= - ([A, B)④ a. Dcb) -12K LA B) Da, pas))
→ [ B④b , AXOAJTJT
= [ B ④b , A ④DEDIT

= [ B, A) ④ b. Dla) -12K A) Db
,

= - ( CA ,B) ④ b. D(a) +2K (AB) Day,b) i



Donc , [D , CA④a ,B④b)TIT
+ [ A-④a , [ B④↳DIT] p
+ [ B.④ b , [ D, A-④AIT ] T ,

0

-
= [ A)B) ④ (Pla .b) - a.Dlb) - b.Dca))
+ 2 tu LAB) ( [D)Dais) - Da ,pas) -%,b)-

%
= 0

• Soient D, se Imr (A) , Besfllk) etBEA
→ [ D, [S , B 5f]
= [ D , B ④ SCBD

,
E B ④ DCSCB) )

→ [ S, [ B④b.DIT] - [S, BXODCBD

= - B ④ 8D(b)

→ [ B.④ b, [Dis T

I - B ④ CD, SIT (b) = - B ④ ED, (b)



Donc [D , [ S , B④ b) t) j
+ [ Sa [Bxob,D) t] t t [B④↳ CD,Eff
= B④ ( DS - SD - CD,SI ) (b)
F-

= 0

Si D, S , DE
Inn (A) ,

Ça En ls .MA += % IBIS ,NI
=0 .

On conclut que ( Tit (A), [ ist)
estun algèbre de Li



|

Maintenant soient B, C EstNK) ,
D
,
S C- Inn CA) et b , c C- A

[ F ④ b , F④ c) =ÊFJ④b. c + 2K (E)%,m 4F
°

o

Donc [ fit (A)La , ctitlthf-q.fi
[G⑦b, G⑦c) = ④b.et 2K (E)D

↳ Y bu

Par conséquent ,
° °

[ EIHA% , EIHAD,] = {ds .

[ F-④ b, HXOC + DIT
=Æ, HJ④bit 2 Effet D ↳e - F④D Cb)

0

= F④ C- 2 b. c - DCb)) C- 1KF④*A
un

f-it CAD-a



|

D;ftp.Tftasbfefita#.aGxOb
,
A④c +DIT

= [G, HJ④ b. c - G④ Dlb)

= 2 G④ b. c - G ④ D (b)

= G ④ (2b - C
- DUDEGA

C-final) -1
Donc @tADetTitotDoJEfi.tADj
[H ④ b + D , tt ④et t
= [ HIHI ④ b. ce 2K ( H2 ) Db, c
- H④ Scb) + H ④Des + [ Dos]

= H④LDC) -5lb) ) + ( 4 Db , ce D)
TE -

C- #TCADO
C- Im CA)



Donc [fit(A)do , Kit IA) ) a) ElfiHADJ
En conclut que c TiHA) , [ ,Jt) est
une algèbre de Lie 3- graduée .

Remarque .

⑨ Si LA . ) est une algèbre associative
commutative

,
alors

• Tit (A) = sol
,# ④A

car Inn (A) = Veut { Va ,hé , ais C-AS
-

-

Dai b-
= {dos . il

• [ B ④ b, C ④c)
+
= [B, c) ④ b. c ,

A B, ce selne (2) et tt b, c C- A

• fitIADO = 1K#④Ai ÊIHAD
,
= KG④A

et FTIKA))- 1KF⑤Ai



② Jaques Tif, enétudiantdes
modèles pour les algèbres de Li

exceptionnelles , a fait la remarquesuivante :

Soit g une algèbre de Le contenant
l'algèbre de Là slthlk) = veut LA IF, § .
Si ad
g
CH) agissantsur og a

- 2,0 , 2 comme seuls valeurs propres,
alors le sous - espace propre gel
deg associéà la valeur

propre 2 muni du produit:
x. y : = F), y] , ttx.y c- 912)

est une algèbre de Jordan .

2



Construction de Max Koechet
Soit LA , . ) une algèbre de Jordan ïmtaive.
et soit À une autre copie de A.

Les élement de À serontnotés à
où aE A .

Notons L (A) : = L (A)⑦ Inn (A)
où LAID : -- § La / a c- ÈJ (En.IE )
et Inn (Ali = {Da ,y :-. [Lady] / aubeAt
L (A) enune sous - algèbre de Lie
de Gl €End CAD

-

= (End (A)
, [, ] )

car Liza David = Dscas, b. + Dai, #b')
On _Junidère l'application

: A × À→ L (A)"

Ca, I) p-s-aotst-2lla.be Da,b)
D est clairement bilinéaire .



On considère l'application linéaire
LlA)→ LlA)
T - T

#

où T?= T si TE L (A)
et T? = - T si T E Inn (A) .

On considère l'espace vectoriel

Kœc (A) = A ⑦ L (A)①Â .

Sur cet espace vectoriel , on définit
le produit (bilinéaire et anti-symétrique)

44,suivant: tt Tr , Toi , Tt L (A) et
Ha
, b , al b

' EA :

[ Ts ,Tgs× : = ftp.TD-tztz-Tztzj
[T ,a] × : = Tca)
[T , à] K : = -À /

[ ai¥ a DJ ; ca, as*
=Éb ,J' IE o



Notation . T ( à) : = _ TKT
tt T C- L (A) et tt a C- A .

On vérifie facilement que :
( Kœc (A) , [ , J x) est une algèbre
de Lie si et seulementsi

⑨ Ca a5) (d)= la
'
D b) la) ;

@ (a 5) Cbi )= La oto) Tb) ;
③ [ T, a 5) =T (a) à _ aDtb;
Ha, b, à, b

' EÀ et tt TE L (A) .
⑨et ② sont vérifiées car " -

" est

commutative et le③ est vérifiée
car CA , . ) est de Jordan ( onutilise
des identité vérifiées par les
algèbres de Jordan (voir Algèbre de
Jordan ) .



En effet ,

→
Serrent a , b , c c- A

,

• [ a, [ b , E) KIK = Ca , b.DÉK
= - ¢Æ Dé) (a)
=
-

2 ( Lg, + Db,e) (a)
• [ b , @ gazé * = - [ b, [as Ehék
= 2 ( Laet Da , c) (b)

• [E, [a) b)KIK = 0

ne
0

DoncEla, [b. E) ÉK = 2 ((tact Da,c) (b)îyq

= ( aida e) (b) _ (bocJcaJ.lhbetDb.cYaD@ae-tDa.c) (b) = laet Lala - Lela) (b)
=@DbtaccbI-ccabJlbctDb.c) (a)= (bc) (a) + b da) - ccba)

=Cac + Da ,c) (b) '



Donc Ça [aib , E) KIK = 0 .

• Ca ,fieffé [5, lésasélu
+ [é , [arts)x)
= - [ 5 , a DE] × * [ à, a DIJK
= - Carrés + dobÆ
= 5

-@rsbJCcT-.aCa.ctDa
,c) (b) - l'a.btDqbYT_-2@D.b
+ a - Cc - b) - C . Ca . b)[ TF-aib-b.ca

= car
"
.

" est commutative .

•
SoientTE L (A) , a , ibt A

[ T , faible) ,et [a Cbi Et [b) Italie
= O - [a, T (b)Je+ [b , TCADK =o
E E



→ [ La, Cb, Effy Cb, léslééhe
+ [ è , [laissé↳

= [ La, bise )k - [b, [ la , ÉKJK
+ [ é , a. b) y

= [la , bien# [b, LÊCCTJK
-
a-b DE

= [La, 2 ( ↳et [Ly , le] )]
a- [biais -2L

@↳ c-
2 [La.is ,4)

= 2 [ La,↳et [ Lb, Le] ]
+
2 Lbcacz -12 [Lb, Lac]
- 24a.bz .c-

2 [hab, Le]

= 2 ( [ Lailbét [ la, [ bb , le]]
- Lbca c) + [Abb,tais- La »à Etais,



=-2f mais] , la] - l lI
i L '

Ltd
ccb a) - bcca)me

0

+ 2 ( Cla, ↳D + lbb , tais
+ Uc , Lab )

)
-
Encartonnerai

"

•

Énarque . si CA, -) est- algèbre dejndon
nonunitaire

,
Koechè considéré

le cas ou CA, . ) estsemi - euclidienne ,
càd 7- B : txt→ne bilinéaire

non dégénérée ,symétrique tg Blob,okBla,bcp
F44, c EAet dans ce cas on a encore
L (A) A Inn (A) = fdg et par conséquent ,



Ax construction reste valable dans
ce cas .

Avec A.Bakfoutu
, nous avons remarqué(Thèse Metz 2007)

que Kœc LA) m 'est pas engénéral
quadratique dans ce cas .

Nous avons donc opéré une modification
de koec (A) engranges laçant
Lie (A) =L(A)⑦ Inn (A) par
HLA) : = L LAM④Iun (A) .

Dans ce cas, A④ HUH⑦À est
une algèbre de 2è quadratique .



Algèbre>delà %- graduées
Soit Coz , [ il g) une algèbre delà
(g , c)g) est dite Ko gradué← ←

si g-- og ⇒ ⑦JE , où

gô et a-
sont des sous- spas

vectoriels de l'espace vectoriel

sous-jacent à légère de Le
choisis) , tel que :

- [g- , ozôg EGEE j
• [ g- ses § 9 - j1-

• CogitoÉg E oto '

did [%-) DÉS C- Oditj
Fiston} .



Remarque . ⑨ ofz # ho}et Hg# o est le casintéressant.
② Soit (9--91-090+091) Et Ig)
une algèbre 3- graduée , alors
↳= ozô ⑦ osé , [ Dos )
estune algèbre de Là %-graduée
où g go et ozz :=9¥91
Par conséquent, n'µ, . ) estune
algèbre de Jordan , alors
KîAA)sont

[a-graduées



Proposition .
Soit les, g) une

algèbrede hie .

Lg, G)g) est-Zoogvadnée
si etseulement si 76: g→ og

un morphisme d'algèbres de dé
top E- idg ( coinçage)
[
Preuve . og -g- ⑤otà

On considére l'application linéaire
G : g→ g tg Hak x si aegô
et cet = -xsizeozà
Soient A- Xô M⇒ô +YI
où XôMotos et Xàihtotî,



ÎCX)-I(XE-XIY-Xoexj-XKCxrfgf-flko-M.pt-Hittites
9

+ Cxîiôsgtlxô g)
= lxôrétgtxôiélg- Kr g- ŒYÉg
= [ Xô- Xp , yô -yé)g= [FCN , tHDg .

(E) Supposons 7f : → os morphisme
d'algèbres de Lite GE id
Gncovideè go : = {xtgltcxt-xy.gs: = EXE g)tkt _xb
KXEG , × = (Xerox)) + CX -GCX))

etgo-ngj-goy.EE Fai
Done of >gô ④GI . Comme testeur

mystiqued'algèbredelà, alors
[ Gi , ozjg E 9ème toi,jZKz .



Remarque Soit Cos=oto④gris [ , ] g)
une algèbre de Là Korgratinée ,
alors g- xgz xDà→ Jj
C. " "Igf

,

Cary ,» to Emmaà
:-. Emboîtez

est bien définie qui vérifie-

les conditions d'un système de
triple de Léo .

Définition ( système triple deLà)
Soit $ un espace vectoriel et
soit c. , _ , 1 : § xD' x §

'

→§
$

une application trilinéaire .

( s, c. i. , .# estditun système
triple de lire si :



⑨ UNES$
= - EY, ×, Et§ ,

② CXHRI§ + Kit, §,
+ Et, NY)#

=D
,

③ CXN, Et ,UNI)
⇐ NRJ ,UNITE, KimNIVEN, KNNII,
1- Ny, 2- il, v E $ .

Notation ttXp C- § , ↳y = Hihi .
Définition . Soit ($, C. , . . . 3$) un
système triple de Là et soit D: ¢→§
une application linéaire . Dss dite

une dérivation du système triple de
Là§ si tt Ny, ZE § :
DUMMY = HINES# ehDHhH§

+CXIYDLZD¢ , ttxMAf5!



{

Remarque⑨La condition③ dans la

définition d'un système triple dedie
est équivalente à ↳y est une
dérivation de ④ , g. , . , 1$ ) , tu ES.L
×,y
est dite une dérivation antérieure.

② Si les, G)g) est- algèbre
deLà
,
alors (9) Es . jpg:<④ Igs . ]g)

Etun§système tuple deLa .
-

Notation .
Soit (§, E , . . .3$) en S.TL .

Der : -- {D:$→$ dérivation}
Inn D: = veut {↳y / xp t §)
Proposition Dés' ) cnn.ae
sous- algèbre de Le de ghb): En
⑧ Inn ($1 est un idéal de
z
l'algèbre detir De t -



Preuve . Sont DEDHCÇ
')et xiyitt§

& §,↳y) tt ) =D LENA}) - Kris DÇD,
= [DUNN , E)§ + [× , DIX , 7) §
= (↳my + tx,DH) )

zone
Soit ($, En , . ] § ) un système
triple de Là , alors on considère
l'espace vectoriel zoo gradué :
9 : = % ④9 à

où go = Innus
') et 9 §



Proposition 9 : -_ g-⑦AI
où gô = Innis

' ) et G §
muni du produit Usiné
ant-goyneh.pe) définit par:
-

- o
-

HX
, y c- § , tt D, S C- Inn ) :

① CD, SIG : = DS- SD j
② [DMG: =D Cx) j

③ Krieg ! =L 1

zestune algèbre de Là %- graduée .

Preuve . Un calcul direct

Remarqué⑨ Si Hy, 2- C- $ [↳y, 2-Joj :Kitt}
2

② Nous avons monté le lien étroit
entre le algèbres dehier, graduées et lessystems
tripes de die '



système triple deJordan
Soit (¢ , si , . , . }$ ) un système
triple laid §' espace vectoriel et
{ , . si }$ ! $#S'→ $
trilinéaire ) .

(s, si , . , . } § ) est ditunsystème
triple de Jordan su :
Hx, y, u, v, un C- §,
① {un w} §

= {w, v, n }§ ;

② {xiy, {un wb
,
si } §

- {un {NY , w Il §
= { {xp, ris sur w} - fu,{y,x.Huis



Théorème (K . MYBERG) .

Si CS' , six ,¥ estun

système triple de Jordan , alors

($, E , _ , . 3$) est
un système triple de Lie

,

où

[mit§ : = {XNIZ}$
- {Y 4%1 )

tt × , y, 2- C- §

Preuve . Un calcul direct .



Proposition .

Soit LA, e) une algèbre de
Jordan . Alors LA , si vs}A)
est un système triple
deJordan , où :

{NY,Es : = X. t.tt) -Y . (X-Z)
+ X-D .Z ,

#Hy, 2- GJ .

Tienneun calcul directe
Corollaire Si (A) . ) et
une algèbre de Jordan ,
alors LA, [ si , Ia ) est
ungypaèteple.de Lie, où



YAGA, CXNRIA 2D
#G)

Preuve .

CXIYIZJAE {XIYZ}# { 7,47f
= XCYZI- y# +# Z
- y#* xcyz) - CYXIZ
=L (xcyz) - ycxz))
= 2 ( [1×14] tt ) )
= 2D
# (E)

← flgèbxdejadaf
Algèbres delà 3- gradué Algèbrsdehie$

ziguées

tu ssEEËûf
ESPACES
SYMÉTRIQUES! .
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