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Definition 1
Une algèbre sur un corps commutatif K est un K-e.v. A muni d’une
application bilinéaire A×A→ A (x , y) 7→ xy dite produit de A. A
est dite algèbre réelle de division si elle est de dimension finie sur R et
si les opérateurs de multiplication Lx : A→A y 7→ xy ,
Rx : A→A y 7→ yx sont bijectifs pour tout x ∈ A− {0}. Les algèbres
réelles

∗C = (C,⊙) : x ⊙ y = xy ,
∗

C= (C, ⋄) : x ⋄ y = x y

sont non associatives et non unitaires.
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Hamilton (1843)
(découverte des quaternionsH)

Graves (1843), Cayley (1845)
(découverte des octonions O)

Frobenius (1878)

Ostrowski (1918)

Zorn (1931)

Dickson (1935)

Hopf (1940)

Albert (1942, 47, 48, 49)

Bruck (1944)

Rees (1950)

Raffin (1950)

Conférence présentée par le Professeur Abdellatif ROCHDI ( Université Hassan 2 Casablanca, Séminaire d’Algèbre, Géométrie, Topologie et application Faculté des Sciences et Techniques Marrakech )Quelques problèmes sur les algèbres réelles de division27 Mars 2021 3 / 35



Wright (1953)
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Urbanik-Wright (1960)
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Osborn (1962)

Schafer (1966)
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Definitions 2
Soit A une algèbre.

1 Elle est dite alternative si x2y = x(xy) et yx2 = (yx)x .
2 Elle est dite à puissances associatives si pour tout x ∈ A la

sous-algèbre de A engendrée par x est associative.
3 Elle est dite à puissances commutatives si pour tout x ∈ A la

sous-algèbre de A engendrée par x est commutative.
4 Elle est dite flexible si elle satisfait à l’identité (xy)x = x(yx).
5 Elle est dite à puissances 3-associatives si xx2 = x2x := x3.
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L’organigramme suivant illustre la hiérarchie entre ces identités :

Associative .

⇓ .

Commutative Alternative .

u w u .

Flexible P. Associatives
⇓ ⇓ .

P. Commutatives .

⇓ .

P. 3-associatives .
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Definition 3. (Mutation)
Soit A une algèbre et soit λ ∈ R. On appelle mutation λ de A et on
note A(λ) l’algèbre ayant pour espace vectoriel sous-jacent A et pour

produit x
λ
⊙ y = λxy + (1 − λ)yx .

Definition 4. (Isotopie)
Soit A une algèbre et soient φ,ψ : A→A deux applications linéaires
bijectives. On définit sur l’espace vectoriel A un nouveau produit en
posant x ⊙ y = φ(x)ψ(y) pour tous x , y ∈ A. L’algèbre (A,⊙) ainsi
obtenue est dite isotope de A qu’on note Aφ,ψ. Notons que Aφ,ψ est

de division si et seulement si A est de division. L’algèbre
∗

C est isotope à
C. �
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Definitions 5
Soit A une K-algèbre à élément unité e.

1 A est dite quadratique si pour tout x ∈ A les éléments e, x , x2

sont liés. C’est le cas pour l’algèbre réelle
M2(R) : M2

− tr(M)M + det(M)I2 = 0. A s’obtient à partir d’une
algèbre anti-commutative (V ,∧) munie d’une forme bilinéaire (., .)
en définissant sur le K−espace vectoriel Ke ⊕ V le produit

(αe + u)(βe + v) =
(
αβ + (u, v)

)
e +
(
αv + βu + u ∧ v

)
.

(V ,∧) est dite l’algèbre anti-commutative associée à A = Ke ⊕ V
et (., .) : A×A→ K (α + x , β + y) 7→ αβ + (x , y) est dite la forme
bilinéaire associée à A. On notera (V ,∧, (., .)) l’algèbre
quadratique A.

2 A est dite cayleyenne si elle est munie d’une involution
σA : A→A x 7→ x telle que x + x , xx ∈ Ke.
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Definition 6. (Procédé de Cayley-Dickson)
Soit A une algèbre réelle cayleyenne munie de son involution
cayleyenne σA : x 7→ x . On munit l’espace vectoriel A×A du produit :

(x , y)(x′, y′) = (xx′ − y′y , yx′ + y′x).

L’algèbre obtenue est cayeyenne dite extension cayleyenne de A
notée E(A). Elle munie de son involution cayleyenne
σE(A) : (x , y) 7→ (x ,−y).
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Examples 1
En partant de l’algèbre réelle cayeleyenne R munie de son involution
cayleyenne σR = IR on ontient :

1 l’algèbre réelle E(R) = C des nombres complexes munie de sa
conjugaison cayleyenne standard σC,

2 l’algèbre réelle E(C) =H des quaternions munie de son involution
cayleyenne σH,

3 l’algèbre réelle E(H) = O des octonions munie de son involution
cayleyenne σO.

Les algèbres réelles R, C,H, O sont de division de dimension 1,2,4,8
respectivement. Seules R, C sont associatives et commutatives,H est
associative mais non commutative, O est alternative mais non
associative et non commutative.
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Theorem 1. (FROBENIUS 1878)
{R,C,H} classifie les algèbres réelles associatives de division.
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Theorem 2. (ZORN 1931)
{R,C,H,O} classifie les algèbres réelles alternatives de division.
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Theorem 3. (HOPF 1940)
La dimension d’une algèbre réelle de division est une puissance de 2.
Elle est ≤ 2 si de plus l’algèbre est commutative.
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Theorem 4. (SEGRE 1954)
Toute algèbre réelle de division contient au moins un idempotent non
nul.
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Theorem 5. (KERVAIRE-MILNOR-BOTT 1958)
Si l’espace vectoriel réel Rn est muni d’un produit sans diviseurs de
zéro alors n = 1,2,4 ou 8.
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Theorem 6. (YANG 1981-PETRO 1987)
Soit A une algèbre réelle unitaire de division de dimension ≥ 2. Alors
A contient une sous-algèbre isomorphe à C.
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Open problem 1
Soit A une algèbre réelle de division de dimension ≥ 2 à idempotent
non nul central. Est ce que A contient une sous-algèbre de dimension
2 ?
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Theorem 7
Les algèbres réelles quadratiques flexibles de division de dimension
≤ 4 sont à isomorphisme près R, C,H(λ) où λ ∈ R \ {12 }. De plus,
H(λ)

≃H(µ) (λ, µ ∈ R \ {12 }) si et seulement si λ = µ ou λ = 1 − µ.

Theorem 8. (DE LOS SANTOS-CUENCA-KAIDI-ROCHDI 1999)
Les algèbres réelles quadratiques flexibles de division de dimension 8
s’obtiennent, à partir de l’algèbre réelle O =

(
W , (.|.),∧

)
de

Cayley-Dickson, par isotopie vectorielle et sont à isomorphisme près
O(s) où s est un automorphisme symétrique de l’espace euclidien(
W ,−(.|.)

)
, défini positif. De plus, O(s′) ≃ O(s) (s et s′ étant deux

automorphismes symétriques de l’espace euclidien
(
W ,−(.|.)

)
, définis

positifs) si et seulement si il existe f ∈ Aut(O) tel que s̃′ = f−1s̃f .
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Open problem 2
Fournir une classification des algèbres réelles de division à idempotent
non nul central qui satisfont à (x2, y2, x2) = 0.

Theorem 9. (DARPÖ-ROCHDI 2011)
Toute algèbre réelle à puissances commutatives de division de
dimension 4 s’obtient à partir d’une algèbre quadratique par isotopie
plane.
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Associative → R, C, H

⇓

Alternative → R, C, H, O

⇓

Flexible et à P. Associatives → R, C, H(λ), O(s)

w u
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Flexible (complètement) P. A.→ 1, 2, 4 et p. en dim 8

u w

P. Commutatives → uniquement en dim 1, 2, 4

⇓

P. 3-associatives → en dim 1, 2 et p. en dim 4.
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