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Definition 1

Une algébre sur un corps commutatif K est un K-e.v. A muni d’'une
application bilinéaire Ax A — A (x,y) — xy dite produit de A. A
est dite algebre réelle de division si elle est de dimension finie sur R et
si les opérateurs de multiplication Ly : A —» A y — Xxy,

Ry : A—> A y yx sont bijectifs pour tout x € A —{0}. Les algébres
réelles

C=(C,0): x0y=Xxy,

C=(C,0): Xxoy=Xy

sont non associatives et non unitaires.

.
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Definitions 2

Soit A une algébre.
@ Elle est dite alternative si x?y = x(xy) et yx? = (yx)x.

Elle est dite a puissances associatives si pour tout x € A la
sous-algebre de A engendrée par x est associative.

(2

© Elle est dite a puissances commutatives si pour tout x € A la
sous-algebre de A engendrée par x est commutative.

o

o

Elle est dite flexible si elle satisfait a l'identité (xy)x = x(yx).
Elle est dite a puissances 3-associatives si xx?> = x°x = x°.
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Lorganigramme suivant illustre la hiérarchie entre ces identités :

Associative

U

Commutative Alternative

N 7 N\

Flexible P. Associatives

U U

P. Commutatives

U
P. 3-associatives
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IS
Definition 3. (Mutation)

Soit A une algébre et soit A € R. On appelle mutation A de A et on
note AW l'algébre ayant pour espace vectoriel sous-jacent A et pour

A
produit x © y = Axy + (1 = A)yx.

o’

Definition 4. (Isotopie)
Soit A une algeébre et soient ¢, : A — A deux applications linéaires
bijectives. On définit sur I'espace vectoriel A un nouveau produit en
posant x © y = @(x)y(y) pour tous x, y € A. Lalgébre (A,©) ainsi
obtenue est dite isotope de A qu’on note A, . Notons que Ay, est

de division si et seulement si A est de division. Lalgebre C est isotope a
C..
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Definitions 5
Soit A une K-algebre a élément unité e.

@ A est dite quadratique si pour tout x € A les éléments e, x, x?
sont liés. C’est le cas pour I'algébre réelle
Ms(R) : M? — tr(M)M + det(M)l> = 0. A s’obtient & partir d’'une
algébre anti-commutative (V, A) munie d’'une forme bilinéaire (., .)
en définissant sur le IK—espace vectoriel Ke & V le produit

(ae +u)(pe + V) = (aﬁ +(u, v))e + (av +pU+UA v).
(V, A) est dite I'algébre anti-commutative associée a A =Ke ® V
et(,.) i AXA->K(a+x,p+Yy) - ap+(x,y) estdite la forme
bilinéaire associée a A. On notera (V, A, (.,.)) I'algebre
quadratique A.

Q@ A est dite cayleyenne si elle est munie d’une involution
oz :A— AxX- Xtelle que x + X, xx € Ke.
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Definition 6. (Procédé de Cayley-Dickson)

Soit A une algebre réelle cayleyenne munie de son involution
cayleyenne o4 : X — X. On munit I'espace vectoriel A x A du produit :

X, YX,Y) = (XX =Yy, yx +y'X).

L'algébre obtenue est cayeyenne dite extension cayleyenne de ‘A

notée E(A). Elle munie de son involution cayleyenne
OE(A) : (X/ Y) = (X/ —Y)
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En partant de I'algébre réelle cayeleyenne IR munie de son involution
cayleyenne oRr = Ig on ontient :

@ lalgebre réelle E(R) = C des nombres complexes munie de sa
conjugaison cayleyenne standard o,

© lalgebre réelle E(C) = H des quaternions munie de son involution
cayleyenne oy,

© lalgebre réelle E(H) = O des octonions munie de son involution
cayleyenne oop.
Les algébres réelles R, C, H, O sont de division de dimension 1,2,4,8
respectivement. Seules R, C sont associatives et commutatives, H est
associative mais non commutative, O est alternative mais non
associative et non commutative.

.
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Theorem 1. (FROBENIUS 1878)
{R,C, H} classifie les algébres réelles associatives de division.

FROBENIUS Georg Ferdinand
1849-1917
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Theorem 2. (ZORN 1931)
{R,C, H, O} classifie les algebres réelles alternatives de division.

Max Zorn
(1906 - 1993)
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Theorem 3. (HOPF 1940)

La dimension d’'une algebre réelle de division est une puissance de 2.
Elle est < 2 si de plus I'algebre est commutative.

e

Heinz Wilhelm Hopf
(1894 - 1971)
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Theorem 4. (SEGRE 1954)

Toute algébre réelle de division contient au moins un idempotent non
nul.

Beniamino Segre
1903-1977
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Theorem 5. (KERVAIRE-MILNOR-BOTT 1958)

Si I'espace vectoriel réel R" est muni d’un produit sans diviseurs de
zéro alorsn=1,2,4 ou 8.

A O |
N ‘g‘ Raoul Bott
o 1926-2005
John Milnor Prix Oswald Veblen en géomeétrie deTAMS [1964)
Prix Jeffory-Williams de la SM du Canada (1983)
1931- National Medal of Science (1987)
1927-2007 Prix Abel 2011 Prix Walfde mathématiaues (2000)

Membre étranger de la Royal Society (2005)
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Theorem 6. (YANG 1981-PETRO 1987)

Soit A une algébre réelle unitaire de division de dimension > 2. Alors
A contient une sous-algebre isomorphe a C.

Chung-Tao Yang

Chung Tao Yang
1923 - 2005
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Open problem 1

Soit A une algébre réelle de division de dimension > 2 a idempotent
non nul central. Est ce que A contient une sous-algébre de dimension
27
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Les algebres réelles quadratiques flexibles de division de dimension
< 4 sont & isomorphisme prés R, C, HY ot A € R \ {}}. De plus,
HW ~ H® (A, u e R\ {$}) si et seulementsiA = poud=1-p.

Theorem 8. (DE LOS SANTOS-CUENCA-KAIDI-ROCHDI 1999)

Les algebres réelles quadratiques flexibles de division de dimension 8
s’obtiennent, a partir de I'algébre réelle O = (W, (1), /\) de
Cayley-Dickson, par isotopie vectorielle et sont a isomorphisme prées
O(s) ou s est un automorphisme symétrique de I'espace euclidien
(W, —(.|.)), défini positif. De plus, O(s’) =~ O(s) (s et s’ étant deux
automorphismes symétriques de I'espace euclidien (W, —(.|.)), définis
positifs) si et seulement si il existe f € Aut(O) tel que §’ = f~15f.
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Open problem 2
Fournir une classification des algébres réelles de division a idempotent
non nul central qui satisfont & (x, y2, x?) = 0.

Theorem 9. (DARPO-ROCHDI 2011)

Toute algébre réelle a puissances commutatives de division de
dimension 4 s’obtient a partir d’'une algebre quadratique par isotopie
plane.
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Associative - R, C, H

Alternative - R, C H, O

Flexible et a P. Associatives - R, C, HY, O(s)

2
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Flexible (complétement) P.A. > 1,2,4etp.endim8

N

P. Commutatives - uniquementendim 1,2, 4

P. 3-associatives — endim 1,2 et p. en dim 4.

Quelques problémes sur les algébres réell Vars 20 24/35



Abraham Adrian Albert
1905 -1972
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Susumu Okubo
1930-2015
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Georgia McClure Benkart
1949 -

Contribution 3 la classification des algébres de Lie modulaires simples
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Angel Rodriguez Palacios

Quelques problémes sur les algébres réell Vars 20 28/35



Bibliographie

B
[
[
[

[A 47] A. A. Albert, Absolute valued real algebras. Ann. Math. 48
(1947), 495-501.

[B 01] J. C. Baez, The octonions. Bulletin (New Series) of the AMS
39 (2) (2001), 145-205.

[BM 58] R. Bott and J. Milnor, On the parallelizability of the
spheres. Bull. Amer. Math. Soc. 64 (1958), 87-89.

[CKMMRR 11] A. Calderén, A. Kaidi, C. Martin, A. Morales, M.
Ramirez, and A. Rochdi, Finite dimensional absolute valued
algebras. Israel J. Math. 184 (2011), 193-220.

[CR 08] A. Chandid, and A. Rochdi, A survey on absolute valued
algebras satisfying (x',x/, x¥) = 0. Int. J. Algebra, 2 (2008),
837-852.

Quelques problémes sur les algébres réell Vars 20 29/35



[@ [Cu 92] A. Cuenca Mira, On one-sided division infinite-dimensional
normed real algebras. Publicacions Matematiques 36 (1992),
485-488.

[§ [Cu 06] J. A. Cuenca, On composition and absolute valued
algebras. Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, 136A,
(2006) 717-731.

[ [CDKR 99] J. A. Cuenca, R. De Los Santos Villodres, A. Kaidi,
and A. Rochdi, Real quadratic flexible division algebras. Linear
Algebra Appl. 290, (1999) 1-22.

[4 [Da 06] E. Darpd, On the classification of the real flexible division
algebras. Collog. Math. 105, (2006) 1-17.

[§ [Da-R 11] E. Darpd, and A. Rochdi, Classification of the
four-dimensional power-commutative real division algebras.
Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, 141 A, 1207-1223,
(2011)

Quelques problémes sur les algébres réell Vars 20 30/35



[4 [DDLR 16] A. S. Diabang, O. Diankha, M. Ly and A. Rochdi, A
Note on the Real Division Algebras with Non-trivial Derivations. Int.
J. Algebra, 10 (1) (2016), 1-11.

[§ [DDR 16] A. S. Diabang, O. Diankha and A. Rochdi, On the
Automorphisms of Absolute-Valued Algebras. Int. J. Algebra, 10
(3) (2016), 113-123.

[1 [DDRR 13] O. Diankha, A. Diouf, M. I. Ramirez and A. Rochdi,
Absolute Valued Algebras with One Sided Unit Satisfying
(x2,x2,x%) = 0. IJA, 7 (19) (2013), 935-958.

[§ [DDR 13] O. Diankha, A. Diouf and A. Rochdi, A Brief Statement
on the Absolute-valued Algebras with One-sided Unit. Int. J.
Algebra, 7 (17) (2013), 833-838

[§ [DDTR 13] O. Diankha, A. Diouf, M. Traoré and A. Rochdi, Division
Algebras Satisfying (xPx9)x" = xP(x9x"). Int. J. Algebra, 7 (20),
(2013), 959-972.

Quelques problémes sur les algébres réell Vars 20 31/35



@ [DTRR 16] O. Diankha, M. Traoré, M. |. Ramirez, and A. Rochdi,
Four-Dimensional Real Third-Power Associative Division Algebras.
Communications in Algebra, 44 (2016), 3397-3406.

[§ [Die 05] E. Dieterich, Classification, automorphism groups and
categorical structure of the two-dimensional real division algebras.
Journal of Algebra and its applications, 4 (2005), 517-538.

[E 83] M. L. EI-Mallah, Sur les algébres absolument valuées qui
vérifient 'identité (x, x, x) = 0. J. Algebra 80 (1983), 314-322.

[E 87] M. L. EI-Mallah, On finite dimensional absolute valued
algebras satisfying (x, x, x) = 0. Arch. Math. 49 (1987), 16-22.

[E 01] M. L. EI-Mallah, Absolute valued algebras satisfying
(x, x,x?) = 0. Arch. Math. 77 (2001), 378-382.

[EE 04] M. L. EI-Mallah and M. El-Agawany, Absolute valued
algebras satisfying (x2, x?, x?) = 0. Comm. Algebra 32 (2004),
3537-3541.

) & B &

Quelques problémes sur les algébres réell Vars 20 32/35



[§ [EERR 06] M. L. EI-Mallah, H. Elgendy, A. Rochdi and A.
Rodriguez Palacios. On absolute valued algebras with involution.
Linear Algebra and its Applications 414 (2006), 295-303.

[§ [Ho 40] H. Hopf, Ein topologischer beitrag zur reellen algebra.
Comment. Math. Helvet. (1940), 219-239.

[ [HP 04] M. Hilbner and H. P. Petersson, Two-dimensional real
division algebras revisited. Beitrage Algebra Geom., 45, (2004)
29-36.

[§ [Ke 58] M. Kervaire, Non-paralleliability of the n—Sphere for n > 7.
Proc. Nat. Acad. Sci. Usa 44 (1958), 280283.

[§ [Ok 78] S. Okubo, Pseudo-quaternion and pseudo octonion
algebras. Hadronic J. 1 (1978), 1250-1278.

[§ [On 02] A. Oneto, Alternative Real Division Algebras of Finite
Dimension. Divulgaciones Matem€aticas 10 (2) (2002), 161-169.

Quelques problémes sur les algébres réell Vars 20 33/35



B

[P 87] J. Petro, Real division algebras of dimension > 1 contain C.
Amer. Math., (1987) 445-449.

[Roc 03] A. Rochdi, Eight-dimensional real absolute valued
algebras with left unit whose automorphism group is trivial. JIMMS
70, (2003) 4447-4454.

[RR 09] A. Rochdi and A. Rodriguez Palacios. Absolute valued
algebras with involution. Comm. Algebra, 37 (4) (2009),
1151-1159.

[Rod 92] A. Rodriguez Palacios, One Sided Division Absolute
Valued Algebras. Publicacions Matematiques 36 (1992), 925-954.

[Rod 93] A. Rodriguez Palacios, Nimeros Hipercomplejos en
Dimensién Infinita. Discurso de ingreso en la Academia de
Ciencias Matematicas, Fisico-Quimicas y Naturales de Granada,
Granada, 1993.

[Rod 04] A. Rodriguez Palacios, Absolute valued algebras, and

absolute valuable Banach spaces. Advanced courses of
Quelques problemes sur les algébres réell \ ars 20 34/35



[§ [Rod 04] A. Rodriguez Palacios, Absolute valued algebras, and
absolute valuable Banach spaces. Advanced courses of
mathematical analysis |, 99-155, World Sci. Publ., Hackensack,
NJ, (2004).

[4 [Se 54] B. Segre, La teoria delle algebre ed alcune questione di
realta. Univ. Roma, Ist. Naz. Alta. Mat., Rend. Mat. E Appl. Serie 5,
13 (1954), 157-188.

[§ [UW 60] K. Urbanik and F. B. Wright, Absolute valued algebras.
Proc. Amer. Math. Soc. 11 (1960), 861-866.

[§ [Wr 53] F. B. Wright, Absolute valued algebras. Proc. Nat. Acad.
Sci. USA. 39 (1953), 330-332.

[§ [Y 81] C. T. Yang, Division algebras and fibrations of spheres by
great spheres. Journal of Differential Geometry, V 16 N 4, (1981)
577-598.

ERrA 31] M. Zorn Theorle der alternativen Ringe. Abh. Math. Sem.




