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THEOREME DE LICKORISH

@ Chirurgie :

@ Théoreme de Lickorish :
Theorem

(W. B. R. Lickorish, Ann. of Math. 1962) Toute 3-variété compacte
connexe orientable sans bord M peut étre obtenue par chirurgie a
partir de S® le long d’un entrelacs pondéré L = | |!_,(K;, n;), n; € Z.
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THEOREME DE KIRBY

@ Mouvements de Kirby :

@ Théoréme de Kirby :
Theorem

(R. Kirby, Invent. Math. 1978) Deux entrelacs pondérés dans S°
donnent par chirurgie la méme 3-variété orientée si et seulement si

I'un peut étre obtenu a partir de I'autre par une suite finie de
mouvements K; et K.
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@ Soit X une surface compacte orientée avec un ensemble fini de
points spécifiés sur 9. Cet ensemble peut étre vide.

@ Un diagramme d’entrelacs dans ¥ est un ensemble fini d’arcs, de
courbes fermées dans X, avec un nombre fini de croisements
transverses comportant I'information dessus dessous. Les points
bords des arcs doivent étre exactement les points spécifiés sur
ox.

@ Deux diagrammes sont supposés identiques si 'un d’eux est
image de l'autre par un homéomorphisme de ¥ sur ¥ qui est
isotope a I'identité et dont la restriction a 9% est l'identité.
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Definition
Soit A € C fixé. On note S(X) I'espace vectoriel sur C engendré par les
diagrammes d’entrelacs dans ¥ quotienté par les relations suivantes :
@ D U (une courbe triviale fermee) = (—A~2 — A%)D.
© Figure 1
On appelle S(X) I'espace skein de ¥.

Exemples :

@ S(R?) = C. Générateur : le diagramme vide.

@ S(S' x I) = Cla], qui est une algébre. Etant donnés deux
diagrammes dans deux anneaux. On identifie une composante du
bord de I'un des deux anneaux a une composante du bord de
l'autre. On obtient ainsi un nouvel anneau. On définit le produit
des deux diagrammes comme étant leur réunion. Lélément o
engendre l'algébre et a° désigne le diagramme vide dans
'anneau.
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Cas Particulier :

@ On note (D?,2n) le rectangle avec n points spécifiés sur chacune
de ses largeurs.

@ Lespace skein S(D?,2n) est engendré par tous les diagrammes
sans croisements et sans courbes fermées. On montre qu'il est de

dimension njﬂ CJ. (nombre de Catalan).

@ On définit dans S(D?,2n) un produit de diagrammes par
juxtaposition des rectangles en identifiants les points bords
(Figure 2).

@ Ce produit se prolonge en une application bilinéaire bien définie
qui fait de S(D?,2n) une algébre notée TL, dite n®™® algébre de
Temperley-Lieb.

@ TL, est engendré par les n éléments {1, e4,...,e,_1} de la Figure
3.
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IDEMPOTENTS DE JONES-WENZL

Etant donné un diagramme dans TL,. Si on le regarde dans le plan R?
puis on le ferme en joignant les points du bord gauche a ceux du bord
droit par n arcs paralléles, on obtient un élément de S(R?) = C. Cette

opération définit une application linéaire de TL, dans S(R?) = C

TL, — S(R?) = C.
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IDEMPOTENTS DE JONES-WENZL

Etant donné un diagramme dans TL,. Si on le regarde dans le plan R?
puis on le ferme en joignant les points du bord gauche a ceux du bord
droit par n arcs paralléles, on obtient un élément de S(R?) = C. Cette

opération définit une application linéaire de TL, dans S(R?) = C

TL, — S(R?) = C.

Lemma

On suppose que pour tout entier k, k < n, A n’est pas une racine
4k-iéme de I'unité. Alors il existe un unique élément f(") ¢ TL, tel que :

Q@ Mg =0=ef" pourtout1 <i<(n-1),

@ (" — 1) appartient a la sous algébre engendrée par
{617"'7en71}:

Q r(M¢(n) — f(n)

Q et A, = (—1)"(A2(+1) — A=2(0+1)) /(A2 — A=2) o0 A, désigne la
fermeture de (") dans le plan.
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Preuve :

e si f(" existe alors (1 — f(") est I'identité de la sous algébre
engendrée par {es,...,e,_1}. Donc (") est unique.
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Preuve :

e si f(" existe alors (1 — (") est I'identité de la sous algébre

engendrée par {es,...,e,_1}. Donc (") est unique.
@ Soit () le diagramme vide (TLy = S(D?,0) = C). Ona Ag = 1.
Soit f(1) = 1 et par récurrence, supposons que @ B £

ont été définis avec les propriétés énoncées.
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Preuve :

e si f(" existe alors (1 — (") est I'identité de la sous algébre

engendrée par {es,...,e,_1}. Donc (") est unique.
@ Soit () le diagramme vide (TLy = S(D?,0) = C). Ona Ag = 1.
Soit f(1) = 1 et par récurrence, supposons que @ @) £

ont été définis avec les propriétés énoncées.
@ On suppose que A* £ 1 pour tout entier k < n+ 1, ainsi Ax # 0
pour k < n. On définit f("*1) ¢ TL,, 4 par la relation Figure 4.

Soit 'opération qui consiste a placer le rectangle dans I'anneau et
joindre les n points du bord gauche aux n points du bord droit par n
arcs paralleles encerclant 'anneau. Cette opération induit une
application linéaire

L — S(S" x 1) = C[q]
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On note Sk(a) le polyndme image de f%). On a Sy(a) =1, Si(a) = o
On montre la relation

Sni1(@) = aSp(@) = Sp-1(a)

C’est la relation de récurrence des polynémes de Chebyshev.
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On note Sk(a) le polyndme image de f%). On a Sy(a) =1, Si(a) = o
On montre la relation

Sni1(@) = aSp(@) = Sp-1(a)

C’est la relation de récurrence des polynémes de Chebyshev.
Si maintenant on envoie tout dans S(R?), la relation devient

Apiy=(—A2—A 2N, — Ap_q

D’ou on tire la derniére relation du lemme.
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LCINVARIANT
Definition
Pour tout entier r donng, r < 2, soitw € S(S' x /) I'élément défini par

r—2
w = Z AnSn(Oé)
n=0
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LCINVARIANT
Definition
Pour tout entier r donng, r < 2, soitw € S(S' x /) I'élément défini par

r—2
w=Y NpSn(a)
n=0

Si D est un diagramme planaire d’un entrelacs a n composantes
ordonnées, D définit une application multilinéaire

(,,..s )0 :S(S" x 1) x S(S" x Iy x...8(S" x I) — S(R?)
Figure 5.
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LCINVARIANT
Definition
Pour tout entier r donng, r < 2, soitw € S(S' x /) I'élément défini par

r—2
w=Y NpSn(a)
n=0

Si D est un diagramme planaire d’un entrelacs a n composantes
ordonnées, D définit une application multilinéaire

(,,..s )0 :S(S" x 1) x S(S" x Iy x...8(S" x I) — S(R?)
Figure 5.
Lemma

Soit A est une racine 4r-ieme de l'unité, r > 3. Si D et D' sont deux
diagrammes reliés par une suite de mouvements de Kirby 2, alors

(W, w,...,w)p = (W, w,...,w)p
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On désigne par U_, U et U, le nceud trivial respectivement pondéré
par —1, 0 et +1.
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On désigne par U_, U et U, le nceud trivial respectivement pondéré
par —1, 0 et +1.
Definition

Enlacement de deux courbes simples fermées orientées et matrice
d’enlacement d’un entrelacs L.
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On désigne par U_, U et U, le nceud trivial respectivement pondéré
par —1, 0 et +1.

Definition

Enlacement de deux courbes simples fermées orientées et matrice
d’enlacement d’un entrelacs L.

Theorem

Si M est une 3-variété compacte sans bord orientée est obtenue par
chirurgie le long d’un entrelacs pondéré L de diagramme planaire D. Si
r > 3 et A est une racine 4r-iéme de l'unité, alors

(W, w, -, W) W) P W) g

est un invariant bien défini de M, ou b, et b_ sont respectivement les
nombres de valeurs propres positives et négatives de la matrice
d’enlacement de L.
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On renormalise en substituant a w, pw ou u = (W) y+ (w) y-. On obtient
un nouvel invariant [4(M)
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On renormalise en substituant a w, pw ou u = (W) y+ (w) y-. On obtient
un nouvel invariant [4(M)

A2 o A—2

1a(S°%) = =T

. Ia(S" x 8%) =1
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