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Résumé

Un groupe de Lie de Riemann-Poisson est un groupe de Lie muni d'une métrique
riemannienne invariante a gauche et un tenseur de Poisson invariant a gauche qui
sont compatible dans le sens introduit dans [3]. Nous étudions ces groupes de Lie et
nous donnons une caractérisation de leurs algébres de Lie. Nous donnons aussi une
méthode de construction de ces algebres de Lie et nous terminons par donner une
liste des algebres de Lie de Riemann-Poisson jusqu’au dimension 5.
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Introduction

Le point de départ de cette thése est I'étude des interactions entre la géomeétrie rie-
mannienne et la géométrie de Poisson telles qu’elles apparaissent dans [1], [2], [3], [4].
Plus précisément, on s’est intéressé aux groupes de Lie muni d'une métrique Rieman-
nienne invariante a gauche et d'un tenseur de Poisson invariant a gauche satisfaisant
la condition de compatibilité qu'on va définir plus tard. Ils constituent une sous-
classe de classe des variétés de Riemann-Poisson introduit et étudié par Boucetta
dans [1], [2], [3], [4].

Soit (M,m,{, )) une variété lisse muni d'un tenseur de Poisson 7 et d'une métrique
Riemannienne ( , ). Notons par ( , )* le produit Euclidien sur 7*M naturellement
associé a la métrique (, ). Le tenseur de Poisson définit une structure d’algebroide de
Lie sur T*M ou l'application d’encrage est la contraction #, : T*M — TM donnée par
< B,#x(a) == m(a, ) et le crochet de Lie sur Q!(M) est le crochet de Koszul donnée
par [2.26]

Cette structure d’algebroide de Lie et la métrique ( , )* définissent une connexion
contravariante D : Q'(M) x QY (M) — QY(M) par la formule de Koszul

<Da5a7>* = #7\'(0‘)‘<577>* + #ﬂ'(ﬁ)'(aa/w* - #71—.<Ol7ﬂ>*
+ <[O‘76]‘ﬂ'77>* 7<[63"Y]ﬂ'7a>*+<[730‘]ﬂ'a5>*' (1)

Elle est 'unique connexion contravariante sans torsion qui est métrique, i.e, pour tous
a, B,y € QY (M)

Daff = Dpa = [a, flx et #x(a).(8,7)" = (Daf,7)" + (B, Da7)"

La notion de connexion contravariante a été introduit par Vaisman dans [10] et étudié
en plus détail par Fernandes dans le contexte d’algebroide de Lie [7]. la connexion D
définie ci-dessus est appelée la connexion de Levi-Civita contravariante associée aux
couple (7, (, )) et elle est apparu en premier dans [2]. Le triplet (M, r,(, )) est appelée
une variété de Riemann-Poisson si

Dﬂ-(aaﬁa’)/) = #ﬂ'(a)'ﬂ-(ﬁav) - W(Da677) - 77(57Da7> =0. (2)

Cette notion a été introduite par le deuxiéme auteur dans [2]. Les variétés de Riemann-
Poisson se sont révélées d’avoir des propriétés géométriques intéressantes (voir [1], [2], [3], [4]).
Mentionnons certains d’entre eux.

1. La condition de compatibilité [2] est plus faible que la condition Vx = 0 ou V
est la connexion de Levi-Civita associée a ( , ). En effet, la condition 2] permet

5
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au tenseur de Poisson d’avoir un rang variable. Par exemple, les structures de
Poisson linéaire qui sont de Riemann-Poisson existe et sont caractérisées dans
[5]. En outre, soit (M,(, )) une variété Riemannienne et (X, ..., X,) une famille
des champs de vecteurs qui commutent. Posons

™ = Zi,j Xz /\Xj.

Alors (M, (, )) est une variété de Riemann-Poisson. Cet exemple illustre égale-
ment la faiblesse de la condition [2| et, plus important encore, c’est le modele
local de la géométrie de non commutatif déformation étudié par Hawkins (voir
[[8], Theorem 6.6]).

2. Les variétés de Riemann-Poisson peuvent étre considérés comme une généralisa-
tion des variétés Kahleriennes. En effet, soit (M, n,(, )) une variété de Poisson
muni d'une métrique Riemannienne tel que 7 est inversible. On note par w la
forme symplectique inverse de =. Alors (M, (, )) est une variété de Riemann-
Poisson si et seulement si Vw = 0 ou V est la connexion de Levi-Civita associée a
(, ). Dans ce cas, si on définit A : TM — TM par w(u,v) = (Au,v) alors —A? est
symeétrique définie positive et donc il existe Q : TM — TM symétrique définie
positive telle que Q? = A2%. 1l s’ensuite que J = AQ~! satisfait J?> = —Idg)s est
antisymétrique par apport a (, ) et VJ = 0. Donc (M, J,( , )) est une variété
Kahlerienne et sa forme de Kahler w;(u,v) = (Ju,v) est lié & w par la formule
suivante:

w(u,v) = —wy(vV—A%u,v), u,ve€TM. 3)

Comte tenu de cette construction, nous appellerons q'une variété de Kahler est
un triplet (M, (, ),w) o1 {, ) est une métrique Riemannienne et w est une 2-forme
non dégénérée telle que Vw = 0 our V est la connexion de Levi-Civita associée a

{5

3. Le feuilletage symplectique d'une variété de Riemann-Poisson lorsque = est de
rang constant a une importante propriété a savoir qu’il est a la fois un feuilletage
symplectique et un feuilletage de Kahler.

Rappelons qun feuilletage symplectique est une variété feuilletée (M, F) muni
d’'une métrique Riemannienne ( , ) telle que la distribution T+ F est totalement
géodésique.

Les feuilletages Symplectique sont une généralisation des variétés Kahlerienne
(voir [6]) et comme pour la notion de variété de Kahler, on appel dans ce tra-
vail un feuilletage de Kihler une variété feuilletée (M, ) muni métrique foliaire
(, )5 € T(®%*T*F) et une 2-forme différentielle foliaire wr € T'(R*T*F) telle que
toute feuille muni des restrictions (, ) et wr est une variété Kahlerienne.

Theorem 0.0.1 ([4]). Soit (M,{ , ),7) une variété de Riemann-Poisson, = est de rang
constant. Alors son feuilletage symplectique est a la fois Riemannien et Kcihlerien.

Compte tenu de ces propriétés particulierement le théoréme il sera intéressant
de trouver une grande classe d’exemples des variétés de Riemann-Poisson. Dans ce
travail nous allons décrit une riche collection d’exemples obtenus en fournissant un
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groupe Lie arbitraire G muni d'une métrique riemannienne ( , ) et dun tenseur de
Poisson 7 invariants sous les translations a gauche et telle que (G, (, ),7) est groupe
de Lie de Riemann-Poisson. On appel (G, (, ), 7) un groupe de Riemann-Poisson. cette
classe d’exemples peut étre élargie substantiellement, sans travail supplémentaire,
comme suit. Si (G,(, ),7) est un groupe de Lie de Riemann-Poisson et I' est un
sous groupe discret de G alors I' \ G carie naturellement une structure de variété de
Riemann-Poisson.

Comme toutes les structures invariantes a gauche sur les groupes de Lie, les groupes
de Lie de Riemann-Poison peuvent étre caractérisés au niveau de leurs algébres de
Lie.

Soit (G, n,(, )) un groupe de Lie muni d'un bivecteurs invariant a gauche et d’'une
meétrique riemannienne invariante a gauche et (g = 7.G,[ , ]) son algébre de Lie. On
pose r = m(e) € A%g, 0 = (, ). €t o* le produit Euclidien associé sur g*. Alors (G, ,(, ))
est un groupe de Lie de Riemann-Poisson si et seulement si

* [r,r] =0,
® pour tous a, 8,7 € g%, r(Aa.B,7) + (B, Axy) =0,

ou A est le produit de Levi-Civita associé a (g*, [, |-, 0*).

Soit (g,[, ]) une algebre de Lie, r € A%g et ¢ un produit Euclidien sur g. On désigne
par (S,w,) le sous-espace symplectique associé a r et par # : g* — g l'isomorphisme
défini par p. On note que le produit Euclidien sur g* est déterminée par o*(«, ) =

o(#(a),#(8)). On a
g=Za7Z" and g=SaS

ou I = kerry,S = Imry. De plus, ry : I+ — S est un isomorphisme, on note par
7:8 — I' son inverse. A partir de la relation

o(# (@), 4 (B)) == a,r(B) == (B, a),

nous déduisons que # : T — S+ est un isomorphisme et donc # : T+ — S est aussi
un isomorphisme.
On considére I'isomorphisme J : S — S reliant w, avec gg, i.€e.,

wr(u,v) = o(Ju,v), wu,v€S.

On voit facilement que J = —# o 7.
Maintenant on est en mesure d’énoncer et de démontrer le résultat principal de ce
travail.

Theorem 0.0.2 Avec les notations ci-dessus, (g, r, o) est une algébre de Lie de Riemann-
Poisson si et seulement si les conditions suivantes sont remplies:

1. (S, 05, wr) est une sous-algebre de Lie kdihlerienne, i.e., pour tous si, sz, s3 € S,
wr(Vs, 82, 83) + wr(s2, Vs, 83) = 0, 4
ou V est le produit de Levi-Civita associé a (S, [, |, 0;s)-
2. pour tout s € S et tous u,v € S+,
o(ds(s)(u),v) + o(u, ¢s(s)v) = 0. ()

ol ¢g :— End(S*),u — prg. oad, etprg. : g — S+ est la projection orthogonal.
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3. pour tout s;, s, € S et tous u € S+,
wr(d)SL (u)81a32) —i_wT(Sh(bSL (U)SQ) =0. (6]
olt pg1 :— End(S),u+— prgoad, etprs: g — S est la projection orthogonal.

Nous allons utiliser ce théoréeme pour construire des algebres de Lie de Riemann-
Poisson pour cela nous cherchons a résoudre le probléme suivant

Problem 1 Nous recherchons:
1. Une algébre de Lie kdhlerienne (b, [, ]y, 05, w),
un espace vectoriel Euclidien (p, o,),
une application bilinéaire antisymétrique [,], : p X p — p,

une application bilinéaire antisymétrique p1: p X p — b,

SUNE I

deux applications linéaires ¢, : p — sp(h) et ¢.p — so(p) ot sp(h,w) =4{J : h —
h,JY+J=0}etso(p)={A:p—p A*+ A =0}, J¥ est Uadjoint de J par apport a
w et A* est l'adjoint par rapport a oy.

tel que le crochet [,] sur g = b @ p définit, pour tout a,b € p et u,v € bj, par

[ua 1)] = [Uv v]ha [(l, b] = :u(a’v b) + [aa b]P? [(L, u] = _[uv (L] = d)P (a)(u) - ¢h (u)(a) (7]
est un crochet de Lie.

Dans ce cas, (g,[,]) muni de r € A?g associé a (h,w) et le produit Euclidien ¢ = gy + 0,
devient, selon le théoréme une algeébre de Lie de Riemann-Poisson.

Cette theése consiste en trois chapitres. Le premier chapitre est une introduction suc-
cincte a la géométrie de Poisson. On y donne les notions de base ainsi que quelque
résultats fondamentaux en géométrie de Poisson, notamment le théoréme de Wein-
stein, le feuilletage symplectique, le calcul de Poisson : algebroide de Lie sur le fibrée
cotangent d'une variété de Poisson, connexion contravariante, etc. Dans le deuxieme
chapitre nous donnons le matériel nécessaire pour ce chapitre et décrivons la con-
trepartie infinitésimale des groupes de Lie de Riemann-Poisson, appelées, Algébres de
Lie de Riemann-Poisson, nous démontrons aussi notre résultat principal qui donne
une description utile des algébres de Lie de Riemann-Poisson (voir [3.2.3), nous util-
isons ce théoréme pour donner une méthode de construction des algebres de Lie de
Riemann-Poisson et on explique cette méthode en donnant une liste des algébres de
Lie de Riemann-Poisson jusqu’a la dimension 5.



Notations

Toutes les structures qui apparaissent dans ce texte (variétés, fibrés, tenseurs, etc...)
sont supposées de classe C™.
Au long de ce texte nous utilisons les notations suivantes

M variété lisse de dimension d
™ fibré tangent de M
T*M fibré cotangent de M

['(A*TM) espace des champs de k-vecteurs sur M
[(A*T*M)  espace des champs de k-formes différentiables sur M
QO(M) =C>(M) espace des fonctions lisses sur M a valeurs réelles
@d_,X*(M) espace des champs de multivecteurs sur M
)= @¢_QF(M) espace des formes différentielles sur M
|w| degré d’'une forme différentielle w
dw différentielle extérieure de w
X(f) = X.f =df(X) différentielle de f appliquée sur X
F, application linéaire tangente de F’
ip produit intérieur par P
L X dérivée de Lie dans la direction de X
%, flot local de X
X ¢ champ hamiltonien d’'une fonction f
[ ..., somme circulaire sur iy, ..., is
Nous rappelons également quelques formules utiles du calcul différentiel.

Xk (M

Ok (M
x0(M
x*(M
Q* (M

)
):
) :
) :

1. Formule de Cartan pour la différentielle : pour toutw € Q"(M), et tout X, ..., X,, 41 €
xH(M),

n+1
dw(Xy, ., Xng1) = Z(*l)%lXi-w(Xlwam---,Xn+1)

i=1

+ Z (—1)i+jw([Xi,Xj],X1,...,)?i,...,)?j,...,Xn+1), (8)
1<i<j<n+1

ou le chapeausignifie que le terme correspondant est omis.

2. Dérivée de Lie : pour tout w € Q*(M), et tout Xy, ..., X,, € X*(M),

Lxw(X1,.n Xp) = Xw(Xp, . Xn) =Y w(Xy, o [X, X5, 0, X), 9)
i=1
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et pour tout P € X"(M), et tout ay, ..., o,

LxP(ay,..,a,) = X.Plag,..,ap)

n

— ZP(al,...,EXai,...,an). (10)

i=1

3. Formule de Cartan pour la dérivée de Lie : pour toutw € Q"(M), et tout Xy, ..., X,, €
X1 (M),

EXw:’ix(dOJ)+d(’in). (11]



Chapitre 1

Introduction a la géométrie riemannienne

Sommaire

Généralités sur les variétés riemannienne . .
Exemples de vari€tés riemanniennes
1.2.1 Construction de nouvelles variétés rie-

manniennes a partir d’anciennes var-
iétés riemanniennes
Connexion de Levi-Civita

Dans ce chapitre nous allons définir la notion de variété riemannienne, définir
certains objets mathématiques naturellement associées a ces variétés (longueur de
courbe, volume riemannien,gradient d'une fonction,divergence d'un champ de vecteur,
laplacien, Connexion de Levi-Civita(Connexion linéaire)) et donner des exemples de
base.

1.1 Généralités sur les variétés riemannienne

Nous allons commencer par préciser les notions et rappeler le théoréme d’existence
des partitions de I'unité.

Soit M une variété lisse de dimension n. Une carte locale de M est un couple (U, ¢) ot
U est un ouvert de M et ¢ : U — V est un homéomorphisme de V vers un ouvert ' de
R". On notera o = ¢~! qui est un homéomorphisme de V vers U et sera quelquefois ap-
pelé paramétrisation de U. Les composantes de ¢ dans R" seront notées (z1,...,z,) et
sont appelées systéme local de coordonnées sur U. A ce systéme local de coordonnées

est associé un repeére local
9 9
Oxy’ " 0wy )

0

dx1
(l'espace tangent a M en p). Si vy : (o, 8) — U est une courbe lisse dans M, on a pour
tout t € (o, B),v(t) = o(z1(t), ...zn(t) et

Cela signifie que pour tout point p € U, ( (p),y ey a2(p)> est une base de T,M

11
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noo. 0
() = > i1 xj(t)a

Noter que si p € M, pour tout j =1,...,n,

0 d
87333-(1)) = %U(éb(l)) +tej)i=o>

ou (ey,...,e,) est la base canonique de R".
On désignera par (dzi, ..., dz,) la base dual de (3%1, ey %), cela signifie que pour tout
p € U, (dpx1, ...,dpz,) est une base du dual T;M de T,M et, pour touti,j =1,...,n,

0
o (5m;) =5

ou ¢;; est le symbole de Kronecker valant 1 ou 2 suivant que i = j ou non.

Nous allons maintenant préciser le cas particulier ou M est une sous variété de di-
mension n lisse de R*™”. Si ¢ : V — R"™ est une paramétrisation (réguliére) de
M, cest a dire que 0 : V — W N M est un homéomorphisme avec W est un ouvert
de R"P, le systeme de coordonnées locales associ€ est 0! = (z1,...,7,,) et, pour tout
p € WNM,T,M est un sous espace vectoriel de R"*? et, on a:

0 g . 00 S0\
(87:1;17.”787% = Tm,...,axn)—(0’11,...,Urn).

(v(#))-

Rappelons maintenant le théoréme d’existence des partitions de I'unité. Soit M une
variété lisse et (Uy)(aer) un recouvrement ouvert de M. Alors, il existe une famille

(fa)(ae]) telle que

1. pour touta € I, f, : M — [0, 1] est une fonction lisse et supp(f,) C Uy, ol supp(fa)
est 'adhérence de l;ensemble {p € M/ f.(p) # 0);

2. pour tout p € M, il existe un voisinage W), de p tel que (f,)|w, # 0 pour un nombre
fini d’indices « € [;

3. > ucr fa(p) = 1 pour tout p € M.

La famille (f.)er) €st appelée partition de l'unité subordonnée au recouvrement
(Ua)aEL

Definition 1.1.1 Une métrique riemannienne sur une variété lisse M est la donnée, pour
tout p € M, d'un produit scalaire <, >, sur T, M de telle sort que la propriété suivante
soit satisfaite

* Pour tout systeme local de coordonnées (z1,...,x,) sur un ouvert U de M, les fonc-
tions g;; : U — R définies, pour tout p € M, par g;;(p) =< 8%1" 8% > (p) sont lisses
pourtouti,j =1,...n.

Une variété lisse muni d’'une métrique riemannienne est appelée variété riemanni-
enne.

Soit (M, <,>) une variété riemannienne et soit (z1,...,x,) un systéme local de coor-
données sur un ouvert U. L’expression locale de <,> dans (z1,...xz,) est donnée par

<, >= Z gijdz;dz; ou le produit symétrique dz;dz; est donnée par:
.7

1
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Une isométrie de (M, <,>) est un difféomorphisme F : M — M qui préserve la
métrique, c’est-a-dire

< T,F(u), T,F(u) >=<u,u> pour toutpe M,u e T,M.
L’ensemble des isométries de M est un groupe noté I(M, <,>).
Proposition 1.1.1 Tout variété lisse admet une métrique riemannienne.

Comme dans le cas la géométrie euclidienne, si p est un point dans une variété rie-
mannienne (M, <, >), on définit la longueur ou la norme d’'un vecteur tangent u € T, M

par || u |:=< u,u >2 et la longueur d'une courbe lisse 7 : (a,3) — M par

() = [ 14 | dt.

Un repere local dans une variété riemannienne M est la donnée d'un ouvert U de
M est d'une famille de champ de vecteurs (Xj,...,X,) dans U telle que, pour tout
p € U, (Xi(p), ..., Xn(p)) est une base de T,M. Noter que tout systéme local de coordon-
nées (z1, ..., z,) définit un repére local (6%17 s 63n).

Rappelons sans le démontrer le théoréme suivant. Soit M une variété lisse et (X7, ..., X,,)
un repére local de M. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

1. 1l existe un systéme local de coordonnées (z1,...,z,) de M telle que

0 0
Xi,..X)=(=—,..., —
( 1, ) n) <5m1’ ’8In)

2. Pour tout 4,j = 1,...,n, [X;, X;] = 0.

Soit (M, <,>) une variété riemannienne. Le procédé d’orthonormalisation de Gram-
Shmidt permet de construire a partir d'un repére local (Xi,...,X,) un repére local
orthonormé (FE, ..., E,), c’est a dire, pour tout ,j = 1,...,n,

< Ei,Ej >= (57;0'.
Proposition 1.1.2 Soit (M, <,>) une variété riemannienne orientée. Alors, il existe sur
M une forme volume dV< . telle que pour tout repére local orthonormé direct (E, ..., E,,)
dV<,>(E1, ceny E’I’L) = 1.

dV< - appelé volume riemannienne associé a <, >

Proof 1.1.1 Soitp un point de M. Choisissons un repére local orthonormé direct (E, ..., E,,)
sur un voisinage ouvert U de p et posons, pour tout (uy,...,u,) € T,M",

dVe > (ur, .y upn) = det((aij)i<ij<n)

ott (a;5)1<i,j<n est la matrice carrée d’ordre n dont le j-iéme vecteur colonne est formé
par les coordonnées de de u; dans la base (E,...,E,). Il est claire que dV. - est une
forme volume sur U et si (E, ..., E!) est un autre repére local orthonormé direct, on a

dVe ~(EY, ..., E}) = det(P),

olt P est la matrice de passage de (FE, ..., E,) a (Ei,...,E}). Or la matrice de passage
entre deux bases orthonormées directes a un déterminant qui vaut 1 et ceci permet de
montre que dV - est bien définie et vérifie la propriété requise.
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O

Proposition 1.1.3 Soit (M, <, >) une variété riemannienne orientée. Pour tout systéme
local de coordonnées (x4, ..., ) oriente positivement, on a

dVe > = \/det((gij)1<ij<n)dzr A .. Adzy,
P

(9{1/’]'

oitles g; j =< 52, 52 >.

Proof 1.1.2 Pour établir cette proposition, il suffit de montrer que

Viet((gi)i<ij<n) = dVe s (—2—).

021, 5

Tn

Pour cela, notons G = (g, j)1<i,j<n, choisissons un repére local orthonormé direct (E1, ...E,,)
et remarquons que

dV<_>(8#B) = detP,

’ Ty Bxyy
0

olLP = (< Ei, 5 - >) est la matrice de passage de (32-, ..., 32-) a (E1, ..., E,). Son
i 1<i,j<n T1 zn

inverse P~ = (a;j)1<i,j<n est donnée par

o
Ei:Z?:1 aij%, 2217...77’1.
J

On a alors

0 .
< E;, . >= 2221 akigik, 4,J=1,...,n.
Lj

Ces relations s’expriment matriciellement par
P=G(P 1)
En passant au déterminant, on obtient
detG = (detP)?.

Pour conclure, 1l suffit de remarquer que detP > 0 puisque (z1, ..., z,) est orienté posi-
tivement.

O

Une forme volume sur une variété orientée M définit une mesure et permet d’intégrer
des fonctions. Le volume riemannien dV. . permet alors d’intégrer les fonctions sur
M. Pour intégrer une fonction f : M — C, on choisit un recouvrement ouvert
(Ua)(acry de M tel que pour tout o € I,U, est le domaine d'un systéme local de co-
ordonnées ¢, = (x5, ...,2%) positivement orienté. Posons

o% = (;5;1 et G = \/det ((g%)lgi,]‘gn).

Finalement, on choisit une partition de I'unité (f.)er) subordonnée au recouvrement
et on pose
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/ fdve s = Z/ foo¥(fooo“GY00")dxy...dx, (1.2)

acl i(Ua)

ou dzx;...dz, estla mesure de Lebesgue sur R.

Noter que cette quantité peut étre infinie. Par contre si f est une fonction continue a
support compact cette intégrale est finie. Le volume riemannien d'une variété rieman-
nienne compacte (M, <, >) est

Vol(M) = [y dVe >.

La formule n’est pas trés commode pour calculer les intégrales sur une variété
a cause de la difficulté de choisir la partition de l'unité. Néau-moins, si (M, <,>)
est une variété riemannienne compacte admettant un systéme local de coordonnées
¢ = (z1,...,x,) défini sur un ouvert U tel que M — U est de mesure nulle, alors

Vol(M f¢(U) \/det (9ij)1<i,j<n) © 0dzy...dTy,.

Pour finir cette section, nous allons introduire le gradient d'une fonction, la divergence
d'un champ de vecteur et le Laplacien d'une fonction.

Soit (M, <, >) une variété riemannienne et soit f : M — R une fonction lisse sur M et
X un champ de vecteur sur M.

Le gradient de f est le champ de vecteur noté gradf et défini par

< gradf,Y >=df(Y) pour tout Y € TM.

La forme différentielle d(ixdV. ) est de degré maximal et il existe donc une fonction
notée divX telle que

d(leV<>) = (dl”UX)dV<’>.

divX est appelée divergence de X.
Le laplacien de f es la fonction notée Af est défini par

Af = giv(gradf).

Proposition 1.1.4 Soit (M, <, >) une variété riemannienne et soit (z1, ..., x,) un systéeme
local de coordonnées. Soient f et X, respectivement, une_fonction et un champ de vecteur
sur M. Alors

- 0 0
gradf = Z Z bJ 1{] 9z, (1.3)
=1 7=1
divX — 1 O(Xiv/det(gi ;) (1.4)
det(gm) -1 8$i
0 (\/det(gi ;)9 5L
A(f) = —— ( ) (1.5)

det(gw) k.l 8l‘k
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N n ) xi . ,
ouX =5 ", Xia.Ti, et (¢"7)1<i,j<n est la matrice inverse de (g; ;)i<i,j<n

Proof 1.1.3 Notons G = (g; j)1<i,j<n €t provisoirement,

n 0
gradf = Z¢:1 fzafxi-

Nous avons, pour touti =1, ...,n,

0 af
76 = =
< gradf 5o >=df (8@) ox;’
soit

n of
> i1 Gijfi = B

Ces relations s’écrivent matriciellement

of
a1 fi

a.f .

En multipliant les deux membres de cette relation par G~', on trouve/1.3
Rappelons que

dVe s = /det(gij)dar A ... A day,.
Ainsi
ixdVes =31, Xi\/m@'%(dxl Ao Ay).
Maintenant, il est facile de voir que

io (dzi A Nag) = (=1)Fdmy A A dz; A .. Adxy,

ot la notation dz; signifie que ce terme a été enlevé. Ainsi
d(ixdVe s) = (=1) d(Xi\/det(gi;))day A .. Adai A ... A day,.
Maintenant, il est claire que

~ L O( X/ det(gis
d(X“/det(gij))dxl Ao Ndx; N ... Ndx, = (—1)l+1%d$1 Ao Ndzy.

En combinant tout ce qui procéde, on obtient

dix dv<,>>:< L g a(xmﬁdeagz«j))) W

det(gi;) =" Oz

ce qui donne(l.4l On obtient[L.5| en combinant[1.3| et[L.4
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1.2 Exemples de variétés riemanniennes

1.2.1 Construction de nouvelles variétés riemanniennes a partir
d’anciennes variétés riemanniennes

Avant de donner des exemples explicites de variétés riemanniennes, nous allons don-
ner deux méthodes qui permettent de construire de nouvelles métriques riemanni-
enne a partir d’anciens. La premiére méthode est le produit cartésien. Etant don-
née deux variétés riemanniennes (M;, <,>1) et (Ma, <,>»), la variété produit M; x M,
hérite naturellement d'une métrique riemannienne <, >, dite métrique produit de <, >;
et <,>,, définie de la maniére suivante. Pour tout (pi,p2) € M; x M,, on sait que
Tipy poy M1 x My = Ty, My x T), M5. On pose pour (u;,v;) € Ty, p,y M1 X Ma, i=1,2,

< (ul,vl), (U,Q,UQ) >=<u,us >1 + < v,v2 >9 . (1.6)

Il est claire qu'on obtient ainsi un produit scalaire sur T{,, ,,)M; x M. Pour voir la
différentiabilité, on choisit un systéme local de coordonnées (x1,...,z,,) au voisinage
de p; et (y1, ..., yn,) Un systéme local de coordonnées au voisinage de p;. On obtient un
systéme local de coordonnées (z1, ..., 2, , t1, ..., tn,) @U voisinage de (p,p2) avec

Zi = (LCZ70),Z =1,..,nyett; = (O,yi)7i— =1,...,n9.
En vertu de on a

< o 0 . ) § o
PR —— e _— oTr 7 — e M,
0z 0z Oz;’ Ox; 1o, 6 sy T
< o 0 - b y o

—_— e >=< —, — omy, 4,j=1,...,n

;" Ot yi oy, 2 J 2

0 0 ) .
<£,% >=0, 1=1,...n1,j=1,...,n9
i J

ou 7, my sont les projection de M; x My sur M; et M, respectivement. La deuxiéme
méthode est la restriction. Etant donnée une variété riemannienne (M, <,>) de di-
mension n et une immersion i : N — M d’une variété lisse NV de dimension n — ¢ dans
M. Lavariété N hérite naturellement d’'une métrique riemannienne <, >y obtenue par
restriction de la métrique de M de la maniére suivante. Pour tout point p € N et tout
u,v € T, N, on pose

<u,v >n=<Tpi(u), Tpi(v) > . (1.7)

On obtient ainsi un produit scalaire sur 7,N puisque T; est injective. Le fait que ce
produit scalaire varie différentiablement, découle du fait que pour tout systéme local
de coordonnées (y,...,Yn—q) au voisinage de p et tout systéme local de coordonnées
(z1,...,z,) au voisinage de i(p), on a, d'aprés[L.7, pour touti,j =1,..,n —gq,

o 0 o 0

<=, >N= Qg < =, =— >,
ayz)ayj N Zl,k i k] 8$l7a$k

soit
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9 = Dok aiar;gs o i,
ou (ar)i1<k<n,1<i<n—q €St la matrice de T,i, I'application tangent en p de i, dans les
0 0 0 0
bases (, - ) et (, - ) Les coefficients de cette matrices sont des
3y1 3% —q O0x1 ayn
fonctions lisses sur un voisinage de p et donc les gle sont lisses. La métrique <, >y
sera noté quelquefois i* <, > et sera appelée image réciproque(pull-back) de <, > par
I'immersion 3.

1.3 Connexion de Levi-Civita

1.3.1 Connexions linéaires

Soit v : (o, /) — M une courbe lisse dans une variété lisse M. Pour tout ¢ € (o, 3), le
vecteur 7(t) € T4 M est bien défini et, pour tout systéme de coordonnées (1, ..., Z,),

() = 3001 #5(1)9;

ou (z1(t),...,z,(t) sont les composantes de «(¢) dans (z1,...,z,). Une maniére naive de
définir 4(t) est de poser

F(t) = iy #5(1)0;

et de vérifier que cette définition ne dépend pas du systéme de coordonnées choisi. Or
I'exemple suivant montre que ceci n'est pas vrai. Si (z(t),t(t)) = (cos(t), sin(t), (Z,9) =
(—cos(t), —sin(t)). Mais dans les coordonnées polaires la méme courbe est représenter

par (r(t),0(t)) = (1,1) et (#(t),6(¢)) = (0,0)!
Une autre maniére de définir 4 est d’essayer de calculer

() — Y(to)
hgl t—to

Mais on se rend compte que cette quantité n’a pas de sens puisqu’on ne peut pas
calculer la différence entre 4(t) — 4(tp) vu ces deux vecteurs appartiennent a deux
espaces vectoriels différents, a savoir T, M et T, M. Le vecteur vitesse §(t) est un
exemple d’'un champ de vecteurs le long d'une courbe concept que nous allons définir
ultérieurement. Pour interpréter I'accélération d'une courbe dans une variété dune
courbe dans une variété, nous aurons a trouver un moyen de dériver(indépendamment
des coordonnées) des champs de vecteurs le long d'une courbe. Nous aurons donc a
comparer les valeurs du champ de vecteurs en différents points de la variété ou a
"connecter” les espaces tangents d’ou la notion de la connexion.

Definition 1.3.1 Une connexion linéaire sur une variété lisse M est une application
ViXM)x X(M)— X(M)
quon écrit (X,Y) — VxY, vérifiant
1. VxY est C>°(M)-linéaire par rapport & X :

VixitgxY = [V, Y +Vx,Y  f,g € C®(M);

2. VxY estR-linéaire par rapport a Y :
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VX(G,Yl + ng) =aVxY1 +bVxYs a,b€eR,
3. V vérifie la régle de Leibniz:
Vx(fY) = fVxY + X(f)Y feC=(M).

VxY est appelée la dérivée covariante de Y dans la direction de X

Bien que la connexion soit définie par son action sur des champs de vecteurs globaux,
il s’agit, en fait, d'un opérateur local.

Lemma 1.3.1 Soit V est une connexion linéaire sur M, soient X etY deux champs de
vecteurs sur M etp € M. Alors:

1. (VxY) dépend seulement des valeurs de X et deY au voisinage de p, c’est a dire,
si X ouY s’annule sur un voisinage U de p alors (VxY') s’annule sur U,

2. (VxY)(p) dépend seulement des valeurs de X enp, c’est adire, si X (p) = 0 alors (VxY)(p) =
0.

Proof 1.3.1 1. Supposons que Y s’annule sur un voisinage ouvert U de M. Nous
allons montrer que, pour tout p € U, (VxY)(p) = 0. Pour cela, on choisit une fonction
¢ € C*(M) qui vaut 1 en p et qui est nulle en dehors de U. Alors, le champ de
vecteurs ¢Y est identiquement nul et donc

0= (VxY)(p) = X(¢)(0)Y(p) + ¢(»)(VxY)(p),

ol on a utilisée la regle de Leibniz dans cette égalité. Puisque Y (p) = 0 et ¢(p) = 1,
on déduit que (VxY)(p) = 0. De la méme maniére, on montre que si X s’annule sur
un ouvert U alors, toutp € U, (VxY)(p) = 0.

2. Supposons que X (p) = 0 et montrons que (VxY)(p) = 0. Pour cela, on choisit un
systéme de coordonnées (1, ...,x,) au voisinage de p et on écrit X = Y7 | X;0,
avec X;(p) = 0 pour tout j =1,...,n. En utilisant 1., on a

(VxoY)(p) = (Vs x,0,Y)(p) = 271 X;(p)(Vo,Y)(p) = 0.
m

Dans un systéme de coordonnées (z',...,a"), si X = " | X;0; et Y = 37| X;0;, on
a

VxY = ) (X(Y)d; +Y;Vx0))
=1

= ) _X(Y)0;+ > Xi¥;V,0;.

j=1 ij=1

Ainsi une connexion linéaire est entierement déterminer sur le domaine des coordon-
nées (x!,...,2") par les symboles de Christoffel (Ffj) données par
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Vo,0j = U0k, 1,5 =1,...,n.

Inversement, si (z!,...,2") est un systéme de coordonnées sur un ouvert U, la donnée
d’'une famille de fonctions (I‘fj) sur U permet de définir une connexion linéaire sur U.

Definition 1.3.2 Soit~ : I — M une courbe sur une variété M. Un champ de vecteur le
long de ~y est une application différentiable V : I — TM telle que V (t) € T, ;)M pour toutt €
I. On note X (v) U'espace des champs de vecteurs le long de ~.

L’exemple le plus simple de champ de vecteur le long de v est le champ de vecteur
vitesse ¥ : I — TM. Une large classe de champ de vecteur le long de v sont ceux
définis de la maniére suivante: pour tout champ de vecteur X € X (M), on définit le
champ de vecteur le long de v par V(¢) = X (v(t)).

Un champ de vecteur V le long de v est dit extensible s’il existe un champ de vecteurs
Ve X(M) tel que V(t) = X((t)).

Lemma 1.3.2 Soit V une connexion sur M. Pour toute courbe v : I — M,V détermine
un unique opérateur

Dy X(y) — X(v)
qui vérifie :
1. linéarité sur R:
D.(aV +bW) =aD,V +bD,W a,beR;
2. regle de Leibniz:
Dy(fV)=fV+ fD,V feC>®(I):
3. SiV est extensible, alors pour toute extension X deV,
D,V(t) = VypnX.
D,V est appelée dérivée covariante de V le long de ~

Proof 1.3.2 Dans un premier temps on va montrer l'unicité. Supposons D. est un tel
opérateur et soit ty € I quelconque. La valeur de D,V en t, dépend seulement de la
valeur de V dans un intervalle (to — n,to + n). Choisissons un systéme de coordonnées
(z1,...,x,) au voisinage de ~(ty) et écrivant

V() =351 Vi(0)9;

au voisinage de ty. Alors, en utilisant les propriétés de D.,, puisque 0; est extensible,

n

D\V(t)) = Y (Vi(to)d; + Vj(to) Vi) ;)

Jj=1

n n

= S 32 (Vlto) + Vitto)in(to) T (1 (t0))) | 0%,

k=1 \il=1
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ott (z1(t),...,z,(t)) sont les composantes de v dans (z1,...,xz,). Cette formule montre
qu’'un tel opérateur est unique quand il existe.

Pour lexistence, si v(I) est contenu dans une seule carte, on peut définir D., par la
Jformule ci-dessus, et il est alors aisé de vérifier les propriétés 1-3. Dans le cas général,
on recouvre y(I) par des cartes locales et on définit D., par la formule ci-dessus, l'unicité
montre que Uopérateur qu’on obtient est bien défini.

O

Avec la notion de dérivée le long d'une courbe, on est maintenant en mesure de
définir la notion de géodésique.

Definition 1.3.3 Soit M une variété muni d’'une connexion V et soit v : I — M une
courbe sur M.

1. L’accélération de y est le champ de vecteurs D.~ le long de vy

2. La courbe v est appelée géodésique par apport a V si son accélération est iden-
tiquement nulle:

D,y=0.

Noter que dans systéme de coordonnées (z1,...,z,), I'accélération d'une courbe ~ est
donnée par

n

D) =3 | 32 (@lt) + iy (i (1) | 0 (1.8)

k=1 \j,I=1
ou (z1(t),...,zn(t)) sont les composantes de v dans (z1, ..., z,)-

Theorem 1.3.3 (Existence et unicité des géodésiques) Soit M une variété munie
d’'une connexion V. Pour chaque p € M, chaque V € T,M, il existe un intervalle ouvert
I C R contenant t, et une géodésique v : I — M vérifiant v(to) = p et ¥(tp) = V. Deux
telles géodésiques coincident sur lintersection de leur domaine.

Proof 1.3.3 Dans un systéme de coordonnées (z1, ..., ) au voisinage de p, d’aprés
une courbe ~y est une géodésique si et seulement si ses composantes (x1(t), ..., x,(t))
vérifient les équations

Bu(t)+ Y T (2(0) 1.9)

i,j=1
Ces équations sont équivalente au systéme suivant:

T = ’Uk(t)
ot) = — 2o Vi) (T (v(2))-

Il est connu dans la théorie des équations différentielles ordinaires que ces équations
admettent une solution unique une fois que les conditions initiales v(to) et 4(tg) sont

fixées.
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O

Definition 1.3.4 Soit M une variété munie d’'une connexion V.

1. Un champ de vecteurs V le long d’'une courbe v est dit paralléle par apport a V si
D,V =0.

2. Un champ de vecteurs Y € X (M) est dit paralléle VxY = 0 s’annule partout pour
tout X € X(M).

Theorem 1.3.4 (Transport paralléle) Soit M une variété munie d’une connexion V. Soit :
I — M une courbe. Pour tout t, € I et tout Vo € T, ;,)M, il existe un unique champ de
vecteur V le long de v qui est paralléle et tel que V (ty) = Vj

Proof 1.3.4 C’est encore lutilisation d’un théoréme d’existence de solutions d’équations
différentielles ordinaires.

O

Soit M une variété munie d'une connexion V. Soit v : I — M une courbe. Pour tout
to € I et tout Vy € T',(4,) M, il existe un unique champ de vecteur V' le long de v qui est
paralléle et tel que V(tg) = Vo. Soit v : I — M une courbe dans une variété munie
d'une connexion V. Pour tout tg,t; € I, le transport paralléle définit un opérateur

Pto,tl :T'y(tO)M — T’y(tl)M

en posant P, ¢, (Vo) = V(t1) o V est le champ de vecteurs le long de v paralléle véri-
fiant V(t;) = Vh. 1l est facile de vérifier que c’est un isomorphisme linéaire entre
Tyto) M €t Toye,) M.

Nous allons montrer que sur chaque variété riemannienne il existe une connexion
naturelle compatible avec la métrique riemannienne. Mais avant, nous allons voir ce
qui se passe dans R".

Dans l'espace euclidien R”, il y a une connexion naturelle, qu'on notera V', définie
par

V&Y =) X(Y:)d;, (1.10)
=1

ouXetY = Z;‘Zl Y;0; sont deux champs de vecteur quelconque sur R”.

Noter les symboles de Christoffel de V° sont nuls dans (z1, ..., z,) et que I'accélération
définie par coincide avec 'accélération usuelle d'une courbe dans R".

Proposition 1.3.5 La connexion V sur R" vérifie les deux propriétés suivantes:

1. Pour tous champs de vecteur X,Y, on a

V%Y - VY X = [X,Y]; (1.11)
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2. Pour tous champs de vecteur X,Y, 7, on a

Z.<X,)Y >=< VXY >0+ < X, V%Y >¢. (1.12)
Proof 1.3.5 1. Posons
T(X,Y)=V%Y - VyX — [X,Y].

Il est claire que T est R-bilinéaire anti-symétrique, et pour toute fonction f sur R",
ona

T(fX,Y) VixY = VY fX — [fX,Y]

= VLY —Y(HX - fVSX +Y ()X — f[X,Y] = fT(X,Y). (1.13)
De la méme manieére, on obtient T'(X, fY) = fT(X,Y). Ceci étant, pour vérifier[1.11]
il suffit de vérifier que, pouri,j =1,...,n,T(9;,0;) = 0. Or [9;,0;] = V§ 9; = V%j(‘)i =0
et on a trivialement T'(9;, d;) = 0. Ce qui établit[1.11]
2. On utilise un raisonnement analogue. On pose
VU<, >0)(X,Y,Z)=Z. < X|Y >0 — < VXY >0 — < X, V%Y >.
Il est facile de vérifier que V°(<, >() est R-multi-linéaire et que, pour toute fonction

fs

Vo<, >0)(fX,Y,2) = V°<,>0)(X,fY,2)
VO (<, >0)(X,Y, f2Z)
:fvo(<a>0)(XaKZ)a

et de remarquer que
VO(<,>0)(8;,0;,0k) =0,

ce qui établit[L.12]

Cette proposition nous amene a poser la définition suivante.

Definition 1.3.5 1. Une connexion V sur une variété M est dit sans-torsion si, pour
tout couple de champ de vecteur X,Y sue M, on a

VxY — VyX =[X,Y].

2. Soit (M, <,>) une variété riemannienne. Une connexion V sur M est dite métrique
ou compatible avec <, > si, pour tout X,Y, Z des champs de vecteurs sur M

Z.<X)Y >=<VzX)Y >+ <X, VY >.

Lemma 1.3.6 Soit V une connexion sur une variété riemannienne (M, <, >). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes:
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<,> est compatible avec V.
Pour toute courbe v et pour tout couple (V, W) de champs de vecteur le long de v,

d
T <V,W>=<D, VW >+ < Z,D,W >.

Pour toute courbe ~y et pour tout couple (V,W) de champs de vecteur paralléle le long de
v, < V,W > est une constante.

Pour toute courbe . le transport parallele Py, i, : Ty, M — T, ;)M est une isométrie.

On est alors en mesure de’énoncer le lemme fondamentale de la géométrie riemanni-
enne.

Theorem 1.3.7 (Le lemme _fondamentale de la géométrie riemannienne) Soit (M, <
,>) une variété riemannienne. Alors il existe une connexion sur M sans torsion et com-
patible avec <, >. Cette connexion est appelée connexion de Levi-Civita associée & <, >.

Proof 1.3.6 Puisque en chaque point le produit scalaire est non dégénérée, pour calculer
VxY, il suffit de calculer < VxY,Z > pour tout X,Y,Z € X(M). En utilisant les deux
propriétés de V, on obtient

<VxY, Z> = <Y, Z>-<Y,VxZ >

<Y, Z>-<Y,VzX>-<Y,[X,Z] >

<Y, Z>-Z <Y, X>+<V;Y,X>-<Y [X,Z] >

<Y, Z>-Z <Y, X>+<VZ,X>+<[Z,)Y],X>-<Y,[X,Z] >

<Y, Z>-Z <Y, X>4Y. <Z X>-<ZVyX>+<[Z)Y],X>—-<Y,[X,Z] >
<Y, Z>-Z <Y, X>+Y. <Z,X>-<ZVxY >+ <Z[X,)Y]>+<[Z,X],Y >+

|
PP P

On obtient donc

2<VxY, Z>=X. <Y, Z>4Y. <X, Z>—-7Z <X,Y >
+<[X,)Y],Z>+<[Z2,X],Y >+ < [Z,Y],X > (1.14)

Cette formule montre l'unicité. Pour lU'existence prenant comme définition de V et
vérifiant que V est sans torsion et est métrique. Ceci est une vérification immédiate.

o

La formule est appelée formule de Koszul. Nous allons l'utiliser pour trouver les
symboles de Christoffel de la connexion de Levi-Civita associée a une métrique <, >
sur une variété M. En effet, soit (z1,...,2,) un systéme de coordonnées sur M. Les
symboles de Christoffel sont données par

Vo,0; = >y Ti;0.
D’apres[1.14] on a, pour tout i, 5,0 =1,...,n,

< Vy,0;,01 >= 0;.951 + 0j.9u — 01.9i;,
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puisque [0;,0;] = 0 pour tout ¢, j et ou g;; =< 0;,0; >. On obtient donc
Sone1 guill = 5(0i-g51 + 0;.9i1 — 01.945)-

En introduisant la métrique G = (g;j)1<i,j<n €t son inverse G=! = (¢g");<; j<n, ON 0Ob-
tient

TF =31 9" 50595 + 0590 — O1-9i5)

Proposition 1.3.8 La connexion de Levi-Civita associée a la métrique euclidienne stan-
dard de R" est la connexion V, définie par[1.8|

Pour finir cette section, nous allons déterminer la connexion de Levi-Civita associée a
une sous-variété riemannienne de R™.

Soit M une sous-variété de R" et soit (,) la métrique induite sur M par la métrique
euclidienne de R™. Pour tout p € M,T,M est un sous espace vectoriel de R", on notera
m: R® — T, M la projection orthogonale.

Proposition 1.3.9 Avec les notations ci-dessus. La connexion de Levi-Civita associée a
(M, {,)), notee VM, est obtenue par projection orthogonale de la connexion de Levi-Civita
de R™. Plus précisément, soient X et Y deux champs de vecteur sur M et soitp € M.
Choisissons X etY deux extensions quelconque de X etY aR", respectivement. Alors

(VAY)(P) = = (V5 7)) (1.15)

Proof 1.3.7 Pour prouver la proposition, on va prouver que VM définie par|1.15| est bien
définie, c’est a dire, elle ne dépend pas des extensions choisies, que c’est une connexion
sans torsion et compatible avec {,).

1. VM est bien définie. Pour vérifier cela, il suffit de vérifier deux choses. La premiére
est que si n champ de vecteur X sur R s’annule en p alors le terme droite dans
s’annule. La deuxiéme chose est que, siY est un champ de vecteur sur R" qui
s’annule en restriction a W N M ot W est un voisinage ouvert de R"™ contenant p,
alors le membre droite de est nul. En effet, siY = > Y;0;, ona

(VEY)() = 3271 X(¥5)(p)9-
Notons que

L AN

- dti—o J

A
ol
N

olL v est la courbe intégrale de )~(~ passant par p. Or, X est tangent a M et donc v
est entiéerement dans M et donc Y (y(t)) = 0 pour tout t, ceci permet de conclure.

2. VM est une connexion. Il est claire que VM verifie 1 et 2 de la Définition 1.3.1.
Vérifions 3. Soit f € C>°(M) et fun prolongement quelconque de f. On a

VoY = X(f)Y + fV%Y.

Puisque Y est tangent a M, on déduit qu’au point p
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. (v%ffz) = X(f)Y + fr (vg?f/)
et donc

VY (fY) = X(N)Y + fVXY.

3. VM est sans torsion. On a

4.

0 v 0Yv [V V
VoY - VIX = [X,Y].

Puisque X etY sont tangents a M, leur crochet de Lie est tangent a M et on a
[X,Y](p) = [X,Y](p). Ceci permet de conclure.

VM est métrique. Si Z est tangent a M et Z est une extension quelconque de Z, on
a

Z~<X7i/>0 = <VOZX7Y>0 + <X7v%}7>0

De cette relation, on déduit immédiatement que

Z(X,Y) = (V¥X,V)+ (X, VHY).
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Introduction a la géométrie de Poisson
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La géométrie de Poisson trouve son origine dans la formulation mathématique de
la mécanique Hamiltonienne. Bien que les structures de Poisson remontent au XIX®™m¢
siécle, notamment, avec les travaux de Poisson et Hamilton sur I'équation de mouve-
ment, et ceux de Sophus Lie sur la géométrie des E.D.P, la théoréme mathématique des
variétés de Poisson n’a fait ses débuts qu’aux années quatre-vingts avec les travaux
de Lie Lichnerowizc, Weinstein, etc. Depuis, la théorie s’est développée rapidement,
stimulée par des connexions avec d’autre domaines de mathématiques et de Physique
mathématique, y compris la géométrie différentielle, la théorie de Lie, la théorie de
quantization, la géométrie non commutative la théorie de représentation, les groupes
quantique, les systémes intégrables, la mécanique classique/quantique, la théorie des
cordes, etc.

L’objectif de ce chapitre est d’introduire le lecteur au domaine de la géométrie de Pois-
son, et ce, en présentant quelques aspects fondamentaux du sujet. Pour un traitement
détaillé du théme le lecteur intéressé pourra consulter [[17], [6][26]]

27
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Le lecteur désirant avoir un apercu d’ensemble rapide sur la géométrie de Poisson
pourra se référer a [25].

Dans la premiére section, on définit ce qu’est une variété de Poisson et on explicite
quelques exemples. La deuxiéme section porte sur le théoréme de Weinstein, qui per-
met de décrire I'aspect local d'une structure de Poisson. Il permet aussi de montrer
que toute variété de Poisson est une réunion disjointe de sous variétés symplectiques
immergées dites feuille symplectique. La troisiéme section est consacrée au calcul
de Poisson. On y verra que le fibré cotangent de toute variété de Poisson jouit na-
turellement d'une structure d’algebroide de Lie, ce qui donne naissance a une version
contravariante du calcul de Cartan. La derniére section porte sur structures de Pois-
son invariantes a gauche sur un groupe de Lie.

2.1 Crochets et tenseurs de Poisson

Definition 2.1.1 Une structure de Poisson sur une variété lisse M, est la donnée d’'un
crochet de Poisson sur U'espace C*(M) des fonctions lisses sur M, c’est-a-dire une
application

C(M) x C*=(M) — C=(M), notée (f,g) = {f,g},
vérifiant les propriétés suivants :
1. {,} est un crochet de Lie sur C*°(M) : il est R-bilinéaire, antisymétrique

et vérifie lidentité de Jacobi

{f g, h}y +H{g,{h, f}} +{h,{f,9}} =0

2. il vérifie la régle de Leibniz :

{f.gh} ={f, g}h + g{f h}.

Muni d’une telle structure, M est dite variété de Poisson.

2.1.1 Exemples de Variétés de Poisson

Exemple 2.1.1 (Structures de Poisson triviales) Toute variété lisse M peut étre équipée
d’une structure de Poison triviale via : {f,g} =0, Vf,g € C(M).

Bien entendu, il existe des variétés de Poisson non triviales, voici quelques exemples.

Exemple 2.1.2 (Variété Symplectique). Une variété symplectique est une variété lisse
M muni d’une 2-forme différentielle w fermée (i.e. dw = 0) et non dégénérée, i.e., 'homomorphisme
W’ : TM — T*M qui dv — w(v,.) est un isomorphisme ; on notera w# sont inverse.

Soit (M, w) une variété symplectique. Définissons, pour toutes fonctions f et g sur M,

{f,9} = w(X5, Xy) = Xf(9) = —X4(f),
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ou X; est le champ Hamiltonien de f relativement a w défini par
Xy = —w#(df).

L’application {,} ainsi définie est un crochet de Poisson, dit crochet de Poisson de la
forme symplectique w.
Un crochet de Poisson sera dit symplectique, s’il est le crochet de Poisson d'une forme

symplectique.
L’exemple suivant montre q'un crochet de Poisson n’est en général pas symplectique.

Exemple 2.1.3 Crochet de Poisson classique sur R". Prenons M = R"(n € N*) avec
coordonnées globales (q, ..., Gr, p1, -...Dr, 21, ..., 25) OUT €t s sont des entier naturels tels que
2r + s = n, et définissons, pour tout f,g € C*°(R"),

{fi9 = ;(87% opi  Oq api)

Le crochet ci-dessus est appelé crochet de Poisson classique, et a été défini origi-
nalement par Siméon Denis Poisson lui-méme afin d’étudier I'équation de mouvement
dans la mécanique céleste.

Soit (M, {,}) une variété de Poisson. Pour toute fonction f € C°°(M), l'application
g — {f,g} est une dérivation de C*°(M), en vertu de la régle de Leibniz. Il existe donc
un champ de vecteurs unique X tel que, pour toute fonctions g € C>°(M)

{fi9} = Xy(9) = dg(Xy)

Le champ de vecteurs X; est appelé champ hamiltonien de f. Lorsque X; = 0 on dit
que f est une fonction de Casimir
Par bilinéarité du crochet de Poisson, on a

th+sg:tXf+SXg Vt,sER

ce qui montre que 'ensemble des champs hamiltoniens est un sous-espace vectoriel
de X1 (M).
L’identité de Jacobi implique que, pour tout f,g,h € C*°(M),

(X5 Xgl(h) = Xy (Xg(h)) = Xg(X(h))
={fAg.ht}t —{9,{f, h}

={{f.g}. h}
= X{f-,g}(h%

(2.1)

2.1.2 Tenseur de Poisson

Definition 2.1.2 On appelle tenseur de Poisson sur une variété M un champ de bivecteurs

7 sur M dont le crochet correspondent { f, g} := w(df,dg) est de Poisson, c’est-d-dire qu’il
vérifie lUidentité de Jacobi.

Exemple 2.1.4 Avec les notations de ('exemple 1.3.2) siw est une 2-forme non dégénérée
sur une variété M, «’ réalise une identification entre TM et T*M, et on peut définir donc
un champ de bivecteurs © sur M, en posant, pour tout o, 5 € T*M :
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m(a, B) = a(w?(8)) = —Bw* (a)).

Alors 7 est un tenseur de Poisson si et seulement si dw =0

Dans le cas général, il est possible d’exprimer, a I'instar de I'exemple ci-dessus, 'identité
de Jacobi convenablement. L’outil principal pour ce faire est le crochet de Schouten-
Nijenhuis défini dans le paragraphe suivant.

2.1.3 Le crochet de Schouten Nijenhuis

Le crochet de Schouten Nijenhuis est une extension graduée naturelle du crochet de
Lie des champs de vecteurs aux champs de multivecteurs, qui permet la caractérisa-
tion des tenseurs de Poisson.

Soit M une variété lisse. Notons (,) le couplage de dualité entre 7, M et TM, c’est a
dire,

{a,v) = (v,a) == a(v) Va €T M,veTM.

Ce couplage s’étend, de maniére naturelle, en un couplage de Q*(M) avec X(M) comme
suite: d’abord, si f et g sont deux fonctions sur M, on prend (f, g) égale a fg. En suite,
si a et X sont, respectivement, une 1-forme et un champ de vecteurs sur M, (o, X)
sera I'élément de C*°(M) donné, pour tout x € M, par:

(o, X)(2) = (X, a) (@) = (a(z), X (2)).
Si maintenant n € Q9(M) et P € X(M) avec n et P sont décomposables, i.e.,
n=a1N..Nag et P=X;AN..NX,,

ou a; € QY(M) et X; € X! (M), on déduit

0 sip#q,

det((as, X;)) sip=a. 2:2)

<O£1 AN aq,X1 A A Xp> = {

La valeur en un point 2 € M de (n, P) ne dépend que des valeurs de n et P en M,
s’écrivent localement comme sommes finies de champs de multivecteurs et de formes
différentielles décomposables, le couplage s’étend, de maniére unique,en un cou-
plage C>(M)-bilinéaire sur Q*(M) x X*(M) tout entier.

Avec cette définition du couplage (,), on a

M, Xai AN AXG) =n(Xa, . Xy),
(o1 Ao Ny, P) = P(a, ..., o),

pour tous champs de vecteurs Xi, ..., X,, toutes 1-formes aj, ..., o), toute ¢-forme 7 et
tout champ de p-vecteurs P.

Le couplage (,) permet de définir, pour tout champ de multivecteurs P € XP(M), une
application C*°(M)-linéaire, i, : Q*(M) — Q*(M), dite produit intérieur par P, en
posant pour toute k-forme différentielle w et tout champ de (k — p)-vecteurs R

(ipw, R) = (w, P A R) (2.3)
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si k > p; i,w = 0 sinon. Quand P est un champ de vecteurs X,ix n’'est rien d’autre que
le produit intérieur par X usuel.
On vérifie immédiatement que

ipAQ :iQOiP = (71)pqipOiQ, (24]

pour tous champ de multivecteurs P et Q.
Le couplage (,) permet aussi d’exprimer la dérivée L x7n d'une forme 7 € Q9(M) par:

En vertu de la formule de Cartan, on peut réécrire cette équation sous la forme:

<777‘CXQ> = X<777Q> - (‘CXan>
= (d(ign), X) — (ix(dn) + d(ixn), Q),

soit

(n, LxQ) = (d(ign), X) — (d(ixn), Q) — {dn, X A Q). (2.6)

L’avantage de cette équation est le fait que son membre droit a toujours un sens quand
on remplace X par un champ de multivecteurs quelconque. Ceci permet d’étendre la
dérivée de Lie LxQ(et donc le crochet de Lie des champs de vecteurs) en un cro-
chet gradué sur les champs de multivecteurs, dit crochet de Schouten-Nijenhuis, de
la maniére suivante [14],[15]: pour tous P € X?(M) et Q € X9(M), le crochet de
Schouten-Nijenhuis de P et Q est le champs de (p + ¢ — 1)-vecteurs noté [P, @], donné
par

(0, [P, Q]) = (=1)®~ V"D d(ign), P) — (d(ipn), Q) + (=1)(dn, P A Q) 2.7

pour toute (p + ¢ — 1)-forme 7.

Theorem 2.1.1 Le crochet de Schouten-Nijenhuis est R-bilinéaire et satisfait les pro-
priétés suivantes :

1. Pourtous f € C*(M),X € X (M) et P € XP(M),

f,P] = —iqP, [X,P]=CLxP (2.8)

2. L’antisymétrie graduée : pour tous P € XP(M) et Q € X9(M),
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[P,Q] = —(—1)e=Dl=D[g P]. (2.9)

3. Larégle de Leibniz graduée : pour tous P € XP(M),Q € X%(M), et R € X"(M),

[P,QAR]=[P,QI AR+ (=1)"~D9Q A [P, R], (2.10)

[PAQ,R]=PA[Q,R]+ (-1)""Y[P,R] A Q. 2.11)

4. L’identité de Jacobi graduée :

(~)@=DU=IIP [Q, R)) + (1)~ VE=VQ, [R, P]| + (1) D@ VIR, [P,Q = 0 (2.12)

Proof 2.1.1 La premiére égalité de (a) est immédiate, la deuxiéme n’est autre que
quant a (b), elle est évidente.

Pour montrer (c), il suffit de montrer[2.10, puisque[2.11] s’en déduit par anti-symétrie. Si
qg=0,1le. Q= feC>®(M), un calcul direct donne

[P, fR] = (=1)®=VC=DRA (igr P) + [P, R]
soit en utilisant[2.§| et[2.9]
[P.fRl =[P fINR+ fI[P.R],  (x)

ce qui établit dans ce cas.
Sig=1, i.,e Q = X est un champ de vecteurs alors, en utilisant la_formule de Cartan, on
calcule

(n,[P, X A R)) D@D d(ixpry)s P) = (d(ipy), X A R) + (=1)"{dn, P A X A R)
D) ®=D"(d(ig(ixy)), P) — (ix(d(ipy)), R) + (ix(dy), P A R)
"(d ) -

)

) ): P
1)®=Y"(d(ir(ixy)), P

) )=

)

1)P=Y(ixn, [P,R]) — (Lx(ipy), R) + (Lxn, P A R)
1)P=Y(n, X AP, R]) + (ipn, LxR) — (n,Lx(P A R))
n(—1)P~VX A [P,R] — (LxP) A R)

(=
(=
= (=
= (-
(=
(

soit en utilisant.§ et[2.9]
[P,XAR] =[P, X]ANR+ (-1)?"DX A[P,R]  (%%)

ce qui établit dans ce cas aussi.
Supposons maintenant par récurrence sur le degré de () que la propriété est vraie jusqu’a
q > 1 et montrons la quand le degré de () est égale & q + 1. On commence d’abord par

(Lx(ipy) — (=1)Pd(ip(ixn)), R) + (Lxn — d(ixn), P A R)
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le cas particulier ott Q est de la forme @ = X A Q' avec Q' est un champ de q-vecteurs.
Dans ce cas, par hypothése de récurrence et (xx), on a

[P,(XANQ)ANR] = [P,XA(QN)R]

[P,X]AQ'R+ (-1)P" VX A[P,Q' AR]

= [PXIANQR+ (-1 VX A([P,Q| AR+ (-1)®~VIQ A [P, R))
[

P,X|ANQ'R+ (-1)P~D+D (X A Q') A [P, R].

Remarquons maintenant que le crochet de Schouten-Nijenhuis est de type local: les
valeurs de [S,T] sur un ouvert U de M, dépendent uniquement des valeurs de S etT sur
cet ouvert. En effet, vu la bilinéarité et Uantisymétrie du crochet de Schouten-Nijenhuis,
il suffit de vérifier que [S,T] = 0 sur U siT s’annule sur U. Soit alors x € U arbitraire, et
f € C>*(M) une fonction plateau qui vaut 1 au voisinage de x et O en dehors de U. Alors,
fT est identiquement nulle sur U, et on a d’aprés (x),

0=[8,fT)(x) =[S, fl(z) AT + f(2)[S, T](x) = [S, T ().

Pour conclure, tout champ de (q + 1)-vecteurs peut s’écrire localement comme produit
extérieure d’'un champ de vecteurs et un champ de g-vecteurs.

Reste a montrer (d). Pour cela,considérons le Jacobiateur du crochet de Schouten-
Nijenhuis, i.e., Uapplication J : ¥*(M) x X*(M) — X*(M) définie par:

J(P,Q,R) = [P,[Q,R] - [[P,Q],R] — (-1)»~V=V[qQ, [P, R]]. (2.13)

Le crochet de Schouten-Nijenhuis satisfait donc (d) si et seulement son Jacobiateur est
identiquement nul.

En utilisant (b) et (¢), on peut vérifier immédiatement que le Jacobiateur satisfait les
propriétés suivantes:

j(P7QaR) = _(_1)(;!7—1)((]—1)‘7(Q7P7 R)
_ _(_1)(17—1)(r—1)k7(p7 R,Q) (2.14)
J(PAQ,R,S)=PAJTQ,R,S)+ (-1)1"+) 7(P,R,S) A Q. (2.15)

En particulier, le Jacobiateur est de type local(se démontre de la méme maniere qu’en
haut). On peut donc travailler dans le domaine d’une carte, dans le quel P,(Q et R sont
des sommes finies de produits extérieurs de champs de vecteurs(ou éventuellement, des
Jfonctions, si leur degré est 0). Les propriétés et[2.15] permettent alors de réduire le
calcul du Jacobiateur au calcul de J(P,Q, R) avec P,(Q et R sont de degré inférieur ou
égale a 1; ce qui permet de conclure.

O

Lemma 2.1.2 ([I4]) Soit = un champ de bivecteurs sur une variété M. Pour toutes fonc-
tions lisses sur M, f, get h, ona

{f {9, h}}x + {9, {h f1}e + R Af 93} = 5 < df Adg Adh,[r, 7] >

Proof 2.1.2 Remarquons d’abord que pour tout champ de vecteurs X, on a
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(ix(df NdgNdh),X) = (df NdgAdh,m N X)

m AX(df Ndg A dh)

w(df,dg)dh(X) — w(df,dh)dg(X) + w(dg, dh)df (X)
= {f,9}xdh +{h, f}xdg +{g, h}df, X),

soit
in(df Ndg Adh) = {f,g}xdh +{h, f}dg + {g, h}~df.
Ainsi, compte tenu del2.7, on a
(df Ndg Ndh,[m,pi]) = —2{d(iz(df Adg Adh)),T)
= _2<_d({fag}7rdh+{ha f}ﬁdg+ {g,h}ndf)»@
= =2d{f,gtx Ndh+d{h, f}r ANdg+ d{g,h}. Ndf,)
= 2({fAg,h}=}r + {9, {n, f1z}r) + {0 A g} n}ms

ce qu'il fallait démontrer.
O

Corollaire 2.1.3 Un champ de bivecteurs 7 sur une variété M est un tenseur de Poisson
si et seulement si l'une des proprétés suivantes est satisfaites :

* Le crochet correspondent, {, }. satisfait lidentité de Jacobi sur les fonctions coor-
données.

* Le crochet de Schouten-Nijenhuis de = avec lui méme est nul : |7, 7] = 0.

* Relativement a tout sustéme de coordonnées (x1,...,z4), les composantes de w
obéissent au systéme d’équations

o Ok oy ..
E (it ij‘Hle L WJ)ZO,V%JJf« (2.16)
Z] X xr

Proof 2.1.3 Relativement & un systéme de coordonnées (x1,...,x4), le champ de tri-
vecteurs [r, | s’écrit,

0 o 0
1 = Yicsca Vi g By B

ol, d’apres le lemme ci-dessus,

Fijk = [W,W](dl‘i,dl‘j,dl‘k)
= 2<{$i7{zj?xk}ﬂ}ﬂ+{‘Tj7{$k}xi}7r}ﬂ'+{xk‘7{xi)xj}ﬂ}ﬂ')' (217]
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Maintenant, pour tout, j, k,

{Iia{xj7xk}7r}ﬂ' = ﬂ(dl’77d{$]7l’k})
= w(dx;,dmjk)

d
= 7| dx;, Omj dx;
=1 (9.1’[

d
> mug
— ’]‘[‘-l
% 81‘17
=1

(2.18)
ce qui permet de conclure.
O

Une structure de Poisson est déterminer donc, de maniére unique, par la donnée d'un
champ de bivecteurs vérifiant les propriétés du corollaire ci-dessus.

Exemple 2.1.5 Tout champ de bivecteurs © sur une variété M de dimension 2 est un
tenseur de Poisson, puisque [r, 7| est de degré 3 > 2 = dim M et donc [r, 7] = 0.

Exemple 2.1.6 (Structures de Poisson constantes sur R"). Toute matrice antisymétrique
a coefficients réels, (a;;)i<ij<n, détermine un champ de bivecteurs sur R par: © =
doicy aij% A % qui est de Poisson; par

Plus généralement,

Exemple 2.1.7 Si X1,..., X,, sont des champs de vecteurs sur une variété M qui com-
mutent deux a deux et (a;;)1<; j<n €St une matrice antisymétrique a coefficients réels, le
champ de bivecteurs m =3}, _ ;@i X; N X; définit sur M un tenseur de Poisson, puisque le
crochet de Schouten-Nijenhuis [r, 7] est nul.

L’exemple suivant montre que le dual d'une algébre de Lie jouit naturellement d'une
structure de Poisson.

Exemple 2.1.8 (Structures de Lie-Poisson sur l’espace dual d’une algébre de Lie).
Soit (g, [,]) une algébre de Lie de dimension finie n et soit = le champ de bivecteurs défini
sur g* de g par:

Wa(u,’l)) = <CL, [U,UD Va € g*,u,v € g9,

ol u et v sont considérer comme des élément de g** via Uidentification g** = g.
Le crochet correspondant est donné, par:

{f7g}‘ﬂ' = <CL, [daf7 dag]>'
Le champ de bivecteurs 7 ainsi défini est un tenseur de Poisson sur g*, dit structure de
Lie-Poisson associée a (g,[,]). En effet, si (e, ...,e,) est une base de g, elle définit un
systéme de coordonnées linéaires globales (z1, ..., z,) sur g* dans lequel, par définition

de,onam; = {zi,2j}x = > p_; cF:zi, olLck; sont les constantes de structures de g définies

(¥ J
par e, ej] => 1, cfjek.. Il est alors immédiat de vérifier que est équivalente a

S (Gl il + chuell ) =0 Visgi il

m=1 1]

qui n'est rien d’autre que lidentité de Jacobi du crochet de Lie [,| de g, exprimée en
Jonction des constantes de structures cfj.
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2.2 Feuilles symplectiques et structure locale des var-
iétés de Poisson

Le but de cette section est de mettre en évidence la théoréme de Weinstein qui per-
met de décrire 'aspect local d’'une variété de Poisson, ainsi que la notion de Feuilles
symplectiques associées a une variété de Poisson.

2.2.1 Définitions et vocabulaire

Etant donne un tenseur de Poisson 7 sur une variété /, on peut définir un morphisme
de fibrés vectoriels #, : T*M — T'M, dit application d’ancrage, en posant, pour tout
x e M, ettouta,bcT;M:

b(#‘ﬂ'(‘r)(a) = Wz(av b)

Celui-ci induit une application C*°(M)-linéaire sur les sections, notée encore #, :
QY (M) — XY(M), et définie, pour toute 1-forme différentielle o, par:

#r(a) =7(a,.) = —7(, ).

En particulier, si o = df avec f € C* (M), alors le champ de vecteurs #,(df) n’est autre
que le champ hamiltonien de f, en effet, pour tout g € C> (M), #,(df)(g) = dg(mx(df)) =
m(df,dg) = {f,9}» = Xs(g). Ainsi nous avons,

Xy =#(df) = =[f, 7] = —[m, f]. (2.19)

L'image C = I'm#, du morphisme de fibrés #, est appelée le champ caractéristique de
la variété de Poisson (M, ). Pour tout = € M, la fibre

Co = Imita(x) = {Xy(x) : f € C(M)}

du champ caractéristique est appelée I'espace caractéristique en x, sa dimension,
notée p,(x) = dimC, est appelée le rang de 7 en x. Autrement dit, p,(z) est le rang
de l'application linéaire #,(x) : ToM — T, M. Si (z1,...,24) est un systéme de coor-
données autour de z, on a

d
#r(de;) = Zj:l ﬂ-ijaixj’

ou les fonctions 7;; sont les composantes de = dans (z1, ...,z4). Donc p.(z) est le rang
de la matrice antisymétrique (m;;(x))1<;, j<a. €t est donc paire.

Puisque {#,(dz;)(x)}1<i<a engendre C,, on peut en extraite une base de C,, disons
{#x(dzi; ) (%) 11<j<p,(z), €t donc la famille {#:(dx)}1<j<,, (») €st libre au voisinage de
x. Ce qui montre que le rang de 7 est au moins égale a p.(z) au voisinage de z.
Un point x € M est dit régulier s’il s’agit d'un maximum local de p,, ou d'une maniére
équivalente, si p, est constante au voisinage de . Un point de M qui n’est pas réguliére
est dit point singulier de 7. On notera M9 I'ensemble des points réguliers de (M, ).
Quand M = M"Y, on dit de 7 qu’il est régulier. L'ensemble M"Y est clairement ouvert;
il est aussi dense dans M. En effet, si y € M est un point singulier de 7 et U un
voisinage ouvert quelconque de y, la restriction sur U de p, admet un maximum en
un point z € U (puisque la fonction p, est bornée et a valeurs dans N), qui est donc
un point régulier.
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Exemple 2.2.1 Prenons M =R? et = f (x)% A a%’ ol f est une fonction sur R, nulle sur
[—1,1] et strictement positive ailleurs. Alors, M™ est la réunion de:] — 1, 1[xR ot le rang
est nul, et les demi-plans |z| > 1 otl le rang est égal a 2; U'ensemble des points singuliers
de 7 est la réunion des droites d’équations |z| = 1. En général, sit = h(x, y)% A a%’ ol
h est une fonction lisse sur R?, alors 'ensemble des points singuliers de © est le bord de
U'ensemble des points ott s’annule h.

Sur I'espace caractéristique C,, on peut définir une forme R-bilinéaire anti-symétrique
w, en posant pour tout u,v € C,,

wg(u,v) = 7(a,b) = blu) = —a(v), (2.20)

ou a et b sont respectivement des antécédents de u et v par mx(z). On vérifie facile-
ment que w, est bien définie indépendamment du choix de a et b, et qu’elle est non-
dégénérée, ce qui signifie que w, est une forme symplectique sur I'espace vectoriel C,.
Soient (M,n),(N,n’) deux variétés de Poisson, {,}, et {,}, les crochets de Poisson
respectifs. Une application ¢ : M — N est dit morphisme de Poisson si

{fod.godtr ={f g}tw 0dVf g€ C(N).
En d’autre termes, I'application: ¢* : C*°(N) — C>*(M), f — f o ¢, est un homomor-
phisme d’algebres de Lie. De maniére équivalente, ¢ est un morphisme de Poisson
si
¢um =70 ¢;
En effet, ¢.7(df,dg) = n(¢*(df), d*(dg)) = w(df o ¢,dg o ¢) = 7'(df,dg) o ¢.
Exemple 2.2.2 Si¢: g — b est un homomorphisme d’algébre de Lie, alors Uapplication

dual ¢* : h* — g* est un morphisme de Poisson (g et ) étant munis de leurs structures
de Lie-Poisson)

Un champ de vecteurs Y sur une variété de Poisson (M, 7) est dit champ de Poisson
si la dérivée de Lie de m dans la direction de Y est nulle, ou de maniére équivalente, si
le flot local ®!, de Y préserve m, !, est un morphisme de Poisson la ou il est défini. Par
exemple, les champs hamiltoniens sont des champs de Poisson, puisque, pour tout

fec=(M),
CXf’/T = [Xf77T] = 7[[.]077]’77] = 7[.]“7 [Waﬂ—]] - [’/T, [faﬂ]] = 7£Xfﬂ—’
ce qui fait

Lx,m = 0Vf € C®(M). 2.21)

La réciproque n’est en général pas vraie, méme localement. Par exemple, si 7 est trivial
alors tout champ de vecteurs est de Poisson alors que le seul champ hamiltonien est
le champ de vecteurs nul.

SiY est une champ de Poisson sur une variété de Poisson (M, ), alors tout f € C*(M),

Y, X¢] = Xy (p); (2.22)
en effet, d’apres (1.2),
Y, Xy¢] ==Y, [m, fl] = —[[Y, 7], f] = [, [Y. f]] = = [m. Y ()] = Xy (p)-
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2.2.2 Le théoréme de Weinstein

Theorem 2.2.1 Autour de tout point x d’une variété de Poisson (M, ), il existe un sys-
téme de coordonnées (qi, ..., qr, P1, .-, Pr, 21, --., 2s) CeNtre en x dans lequel 1 a pour expres-
sion locale

o T o o 1 s o 1o}
T=2im1 g N apr T3 2ig=1 Piiazs N as

avec p; ; dépendent uniquement des coordonnées z; et s’annulent en .

Proof 2.2.1 Nous allons démontrer le théoréme par récurrence sur r = ip.(z). Le
théoréme étant trivialement vérifié si r = 0, supposons qu’il est vrai jusqu'ar —1 > 0 et
montrons le quand le rang en z est égale & 2r.

Puisque w(xz) # 0, il existe deux fonctions f et g telles que {f,g}-(z) # 0. Prenons
@ = f— f(zx), alors X4, (9)(xz) = {f,g}=(z) # 0 et donc X,,(z) # 0. Il existe donc, en

vertu du théoréme de redressement des champs de vecteurs, un systéme de coordon-
nées (r1,...,v4) centre en x dans lequel X, = %. Posons p; = z1, alors {qi,p1}r =

Xo(p1) = % = 1. De plus, X,,, et X,,, sont linéairement indépendant (sinon on aurait

Xq, = AX,, etdonc {q,p1}r = Xy, (p1) = AX,, (p1) = 0) et commutent :
(Xa1, Xpi] = Xig1 13, = 0.

Il existe donc, d’apreés le théoréme de redressement simultané de Frobenius, un systéeme
de coordonnées (yi, ..., yq) centré en x tel que

_ 0 _ 9
qu _TyletXpl —TM.

L’application (y1, ..., yi) — (q1,p1,Ys, ---, ya) st de matrice Jacobienne de la forme
0 -1 .
1 0
0 1o

ot l;_, estla matrice identité d’ordre d—2; son déterminant est égale a 1, donc q1,p1, Y3, --., Yd
définissent un systeme de coordonnées sur un voisinage ouvert U de x. Dans ce nou-
veau systéme de coordonnées, on a

{qlvpl}Tr - 17 {ql»yi}w = {playi}ﬂ' = 0Vi 2 37

et pour touti,j > 3,

{au,4vi, yitate = {vis{ar, it a e —{y5 {01, yj b = 0.

De méme, {p1,{yi,y;}~}» = 0. En d’autre termes,

o 9 1 o 0
_ 9,91 9N D 2.23
i 01 Om QijZ:37T’J3yi Jy; ( )

avec

qu (7’(1‘_’]‘) = Xpl (71'1'_’3') = 0 VZ,] Z 3 (224)
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Considérons maintenant Uapplication ® := (ys,...,yq) définie sur U et a valeurs dans
R?2. Puisque dys, ..., dy,; sont linéairement indépendantes, ® réalise une submersion
surjective de U sur un ouvert U’ de R?2. De plus, ker ®, = vect{X,,,X,,}, et donc
d’apres (1.7), les fonctions m;; sont constantes sur les ﬁbres ®~1(c) de . Il existe alors
des fonctions uniques 7; ; : U' — R telles que 7, ; = , ; o ® pour tout i,j > 3; ce qui
permet de définir un tenseur de Poisson 7’ sur U’ par

8
_2213 =3 1]61//\

ott (v, ..., y,;) sont les coordonnées canonique sur U'. Notez que ® est un morphisme de
Poisson :®,.m = 7' o . D’aprés (1.6), la matrice de w4 (x) relativement a (q1,p1, Y3, - Yd)

est donnée par
0 1
(5 0) ¢

0 I1

ou [] est la matrice carrée d'ordre d — 2 de coefficients m; j(z) = m; ;(®(x)). Ceci montre
que le rang de ©’ en ®(z) est 2(k — 1). Par hypothése de récurrence, il existe un systéme
de coordonnées (qb, ..., ql., Py -, Doy 21, ..., 2%) autour de ®(x) tel que

T =250 Mo + 3 1 Phaer N o @hy(®(2) =0
et p; ; ne dépendent que des coordonnées 21, ..., z;. En posant

G =¢o®p,=pio® Vi=2 ., retz = z; odVj=1,..,5s
on obtient finalement le systéme de coordonnées souhaite.

O

Exemple 2.2.3 Soit g une algébre de Lie et 1 = 5 Zz ik Cij ko2 82 A % la structure de
J

Lie-Poisson sur le dual g* correspondante. Alors, 7 est de rang nul a Uorigine (puisqu’il

s’y annule) et donc (z1,...,2,) est un systéme de coordonnées de Darboux-Weinstein

autour de lorigine dans lequel le terme ", 6?1 A5 ‘3 - n‘apparait pas et ¢;; = >k cfj z, sont

linéaires.

Le corollaire suivant est une conséquence immeédiate du théoréme de Weinstein.
Corollaire 2.2.2 Autour de tout point régulier x de rang 2r d’une variété de Poisson

(M, ), il existe un systéme de coordonnées (qi, ..., ¢r, D1, ---, Pry 21, ---, 21) centré en ¢ dans
lequel & s’écrit

I o) 2]
™= Yzt 90 o

Un cas particulier important est celui ot le rang du tenseur de Poisson est partout
égale a la dimension de la variété.

Proposition 2.2.3 Un tenseur de Poisson m sur une variété M est symplectique si et
seulement si’il est de rang constant égale & la dimension de M.
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Proof 2.2.2 Si m est symplectique et w la forme symplectique correspondante, alors
#. = —w#, qui est inversible par non dégénérescence de w. Inversement, si r est de
rang constant egale a la dimension de M, alors #, est un isomorphisme de T M dans
T*M et donc le champ caractéristique C de w« coincide avec le fibré tangent TM tout
entier. Ainsi (1.3) définit une 2-forme w sur M, qui est non dégénérer par définition.
D’apres Corollaire (1.2.2), il existe autour de tout point x € M un systéme de coordon-
nées (qi,...,qr, p1, ---, pr) dans lequel & s’écrit

_\r 9 2]
™= 2=t o5, o

Ainsi, pour tout: =1,...,r,

0 0
#r(dg;) = ap; et #(dp;) = g
On en déduit que w =Y ;_, dg; A dp;.
O

Exemple 2.2.4 Tout structure de Lie-Poisson est de rang nul a Uorigine et donc n’est
Jjamais symplectique.

Nous retrouvons le théoréme classique de Darboux pour les formes symplectique.

Theorem 2.2.4 (Darboux). Soit (M, ) une variété symplectique de dimension 2r. Au-
tour de tout point x € M, il existe un systéme de coordonnées (q1, ..., 4., p1, ..., Dr) tel que

— r 1%} 1%}
w_EiZITqi/\Tpi'

2.2.3 Feuilles symplectiques

Etant donné un tenseur de Poisson 7 de rang partout constant sur une variété M,
son champ caractéristique C = Im#, est une distribution(réguliére) involutive, et donc
intégrable par le théoréme d’'intégrabilité de Frobenius. En générale, C est une distri-
bution singuliére dans le sens ou ses fibres C, = Im#,(z) ne sont pas de dimension
constante. Cependant, C est intégrable: pour tout =z € M, il existe une sous variété
immergée connexe S contenant z et telle que, pour tout y € S,7,S = C,. En effet, en
munissant M de la relation : z et y sont en relation s’il existe une famille de fonctions
fi, . fr sur M telle que

t
=Pl o.. 0d
Yy Xfl ka

on obtient une relation d’équivalence sur M. Notons (S,).es la partition correspon-
dante de M en classe d’équivalence. D’aprés (1.4), les flots des champs hamiltoniens
préservent 7 et donc préservent le rang de 7. On en déduit que le rang de 7 est con-
stant le long de chaque S,; on notera 2r, la valeur commune du rang de = le long de
Sa-

Theorem 2.2.5 ([16]) Soit (M, ) une variété de Poisson et soit (S,).c1 la partition définie
ci-dessus. Pour tout o € I,S, est une sous-variété immergée de M de dimension 2r,,
et, pour tout x € S,, Uespace tangent de S,, en = est Uespace caractéristique en x de
m: 1,8« = Co. De plus, S,, jouit d’'une structure symplectique telle que i : S, — M est un
morphisme de Poisson.
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Les sous-variété immergées S, sont appelées les feuilles symplectiques de la variété
de Poisson (M.).

Proof 2.2.3 Voir [17] pour une démonstration basée sur le théoréme de Weinstein.

2.3 Calcul de Poisson

Dans cette section nous allons voir que toute structure de Poisson sur une variété M
définit, de maniére naturelle, un crochet de Lie sur l'espace des 1-formes, qui avec
l'application d’ancrage font du fibré cotangent 7*M un "algebroide de Lie"; ce qui
donne naissance a une version contravariante du calcul de Cartan.

2.3.1 Algebroide de Lie

La notion d’algebroide de Lie est une généralisation de celles de fibré tangent d’algébre
de Lie.

Definition 2.3.1 On appelle pseudo-algebroide de Lie sur une variété M un triplet
(A,[,],#) ot A — M est un fibré vectoriel sur M,# : A — TM est un morphisme de
fibrés, dit Uancrage, et [,]| est une application R-bilinéaire et antisymétrique sur U'espace
des sections I'(A), tels que la régle de Leibniz suivante soit satisfaite:

[av fﬂ} = #(a)(f)ﬂ + f[a’/B]’

pour tous a, 3 € I'(A) et f € C*(M). Si, de plus, [,] est un crochet de Lie, c’est a dire qu’il
vérifié lidentité de Jacobi

([, B],7] + 18,7, 0] + [[v, 0], B] = 0,
On dit que (A, [,],#) est un algebroide de Lie sur M.

La propriété suivante est une conséquence immédiate, mais fondamentale, de la défi-
nition d'un algebroide de Lie.

Proposition 2.3.1 Si (A, [,],#) est un algebroide de Lie sur une variété M, Uancrage #
est homomorphisme d’algébre de Lie T'(A) dans X(M): pour tout o, 8 € T'(A),

#(la, B]) = [#(a), #(B)]-
Proof 2.3.1 En vertu de la régle de Leibniz, pour tous «, 3,y € I'(A) et f € C>*(M), ona

[l 8], fA)+ B, fA] ] + [[fr, e, 8] = # ([, BNy + fllew, Bl + [#(B)(f)y + f[B,7], o
+ [=#() () + flv,al, B]
= #([e, B))(H)y + flla, Bl 9]
#()FHB) )y + #B) (v, ] = #(@)(H)[B, 7] + f1IB,7], o
+  #B)FH()()y = #() (), B] = #(B) (v, o] + fl[v, . B]
= (#([o, B]) = [#(), # (B (f)y
+ f(l[ev, 81,7+ [[8,7], o + [[v, e, B]), (2.25)

ce qui établit I'égalité cherchée, vu l'identité de Jacobi.
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O

Exemple 2.3.1 (FIBREES TANGENTS).Munit du crochet de Lie sur les champs de vecteurs
et de lUidentité comme ancrage, le fibré tangent d’'une variété M est un algebroide de Lie,
dit algebroide tangent de M.

Exemple 2.3.2 (ALGEBRE DE LIE). Toute algébre de Lie peut étre vue comme un alge-
broide de Lie sur un Point.

Exemple 2.3.3 (DISTRIBUTIONS INVOLUTIVES). Si F est un feuilletage régulier sur une
variété M, la distribution involutive correspondante, T'F, munie du crochet de Lie des
champs de vecteurs tangents a F et de Uinclusion i : TF — TM, est un algebroide de
Lie tangent a F.

Exemple 2.3.4 Toute action d’'une algébre de Lie g sur une variété M ,i.e, un homomor-
phisme d’algébre de lie ¢ : g — X'(M), définit une structure d’algebroide de Lie sur le
fibré vectoriel trivial g x M — M : Uancrage # : g x M — T M étant défini, pour tout
(u,v) € g x M, par #(u,x) = £(u)(x), et le crochet de Lie est donné par

[, Bl(2) = [a(), B(2)] + (§(B(2))) () — Bu(E(a(2))) (),

ot 'on a considéré les actions a et 8 de g x M — M comune application de M dans g.

2.3.2 Le fibré cotangent d’'une variété de Poisson est un algebroide
de Lie

Soit M une variété équipée d'une structure de Poisson n. Considérons l'application
[ : QY (M) x Q1 (M) — QY(M), dite crochet de Koszul associée a m, définie pour toutes
1-formes différentielles « et 5 par:

[avﬁ]ﬂ' = ‘Cﬂ#(a)/g - »C-,r#(,g)a - d']T(Oé,ﬁ). (2.26]

Theorem 2.3.2 Le crochet de Koszul est 'unique application R-bilinéaire et antisymétrique
sur 'espace des 1-formes, qui vérifie

[df, dglx = d{f, g}x, (2.27)
pour tout f,g € C>°(M), et la régle de Leibniz

[, fBlx = flev, Blx + #x(a)(f)B, (2.28)

pour tous «, 3 € QY (M) et f € C®(M). En outre, (T*M, |,],#=) est un algebroide de Lie,
en particulier,

#rl, Blx = [#a(a), #(0)]-

Proof 2.3.2 Le crochet de Koszul étant clairement R-bilinéaire et antisymétrique, mon-
trons 2.27) et 2.28 D’une part, en utilisant le fait que Lxd = dLx, et que pour tout
feC>®(M),#x(df) = Xy, on obtient
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[df,dglx = Ly, (ar)dg — Ly, (agdf — d(n(df,dg))
= d(Xs(9)) —d(Xy(f)) —d{f . g}x
= d{f,g9}x — g, f}= —d{f, g}~
= d{f.g}r.

D’autre part, en utilisant la formule : Lixa = fLxa + o(X)df pour tous f € C*(M), X €
XY M) et a € QY (M), on calcule

[0‘7 f/B]W = »C#,r(o/)(fﬂ) - ’C’#w(fﬁ)a - d(ﬂ—(av fﬁ))

FLor()(B) + #x()(f)B = fLy ()0 + a(#x(8))df

fd(ﬂ'(Oé, B)) - 77(0(7 B)df

flos Blx + #= () (f)B-

Pour montrer l'unicité, remarquons qu’en vertu de Uantisymétrie et la régle de Leibniz,

le crochet de Koszul est de type locale: la valeur de [«, 5], en un point x € M dépend
uniquement des valeurs de « et 8 au voisinage de x, et vérifie aussi

[fo, gB]r = fala, Blr + f#x(a)(9)B — g#x(B)(f)a.
En particulier, pour tous f,g,h,k € C>*(M), ona

[fdh, gdk]x = fgldh,dk]x + f#r(dh)(g)dk — g#x(dk)(f)dh
= [fgd{h, k}x + [#x(dh)(9)dk — g#x(dk)(f)dh,

ou l'on utilisé dans la derniére ligne. Ceci détermine totalement, comte tenu de la
bilinéarité, le crochet |,]., puisque toute 1-forme s’écrit localement comme somme finie
de 1-forme de type fdg.

Reste & montrer que (T*M,|,],,#r) est un algebroide de Lie, c’est a dire que le crochet
de Koszul vérifie Uidentité de Jacobi. Pour cela, on va montrer d’abord En posant,
pour tout o, 8 € Q' (M),

H(a’ﬁ) = #ﬂ'[a’ﬁ]ﬂ - [#ﬂ'(a),#ﬂ(ﬁ)}’

on vérifie immédiatement, en utilisant la régle de Leibniz, que H est tensoriel en « et .
Donc H = 0 si et seulement si H(df,dg) =0, Vf,g € C>*(M). Or,

Haldf, dgle Z # (A, 9} x) = X193, = (X7, Xg] = [#a(df), #(dg)).

Maintenant, posons pour toutes 1-formes «, 3,7,

J(Cmﬁ,’y) = Havﬁ]‘m’y]ﬂ + [[5)7]7770‘]7T + H’Y»a]ﬂ'»ﬁ]ﬂ'

On pour toute fonction f,
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ce qui montre que J est tensoriel en vy et donc en « et § également, puisque il est anti-
symétrique. Ainsi, J est identiquement nul si et seulement s’il s’annule s ur les 1-formes
exactes. Pour tout f,g,h € C*(M),

J(df,dg,dh) = [[df,dglx,dhlx + [[dg, dh]x, df | + [[dh, df]x, dg]=
[d{f, g}z, dhlx + [d{g, h}x, df |z + [d{ P, £}z, dglx

d{{f, g}z, htx + {{g, h}x, FYz + {1 f 17, 9} )
0.

D’otl le résultat.

L’algebroide (T*M, [,]., #) sera appelée l'algebroide cotangent de (M, ).
La structure d’algebroide de Lie cotangent sur le fibré cotangent de (M, ) permet de
définir des versions contravariantes des opérateurs d,ix, Ly et Vx, et ce, en copiant

leurs définitions algébriques.
D’abord, la différentielle contravariante, notée d, : X?(M) — XPT1 (M), se définit par:

drP(on, s 0pp1) = Y0 (—1) 1 (). Plon, ooy Gy ooy 0yt +
Zl§i<j§p+1(_1)l+‘7p([ai7 Oéj]ﬂ-7 aq, ---7di; ceey OA(]‘, ceey ap+1),

ol vy, ...,a,11 sont des 1-formes.
Proposition 2.3.3 Pour tout P € X,
d.P = [m,P],

ott [,| dénote le crochet de Schouten-Nijenhuis.

Proof 2.3.3 De la méme maniére que dans le cas de la différentielle extérieure on mon-
tre que, pour tout P € XP(M),d,P est C*°(M)-multilinéaire et alterné, i.e., d,P est un
champ de (p+1)-vecteurs (voir, e.g., [[18], p.311]). Il suffit donc de montrer qu’a chaque fois
appliqués sur une forme différentielle de la forme dfi A... Adfp11(fi € C°(M)), dyi et [m, P]
coincident. Pour cela, en remarquant que

ip(dfy A Ndfyir) = (=P SSPEN 1) P(dfy A o Adfi A oo Adfpyr)dfs

et

in(dfy A Adfysn) = X 1cs jeper (DT F fibedfy A A
Afi A Ndf; A N dfy
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ona
p+1 . -
(dfi Ao Adfpir, [, P = (3 (-1)'d (P(dﬁA...AdfiA...Adpr))Adfi,m
=1
= O3 (VTS fidedfu A A A N A A dfypir, P)
1<i,j<p+1
p+1

= S ()T e (dfs) P(AfL A Adfi A A dfpi)

=1

+ Y (-pp ([dfi,dfj]ﬂ,dfl A NAFi A e N A A df,,+1)

1<i,j<p+1
= (dfi N... Ndfpy1,d P).

O

Par conséquent, d, vérifie, a I'exemple de la différentielle extérieure, les propriétés
suivantes:

d:(PANQ)=d+7PAQ+ (-1)¥*FPAd,Q, (2.29)

drod, =0. (2.30)

La cohomologie associée a d,

— kET(deXp(AI)*)XD-Fl(M)
HTZ;(M) "= Tm(dn:XP—1(M)—XP(M)

est appelée la cohomologie de Poisson de (M, 7). En étendant I'application d’ancrage
#. sur I'espace des formes différentielle en posant, #,(f) = f pour toute fonction f,et

#a(dn) (o, ;) = (1) n(F#x (1), ... #x (ar)),

on obtient un homomorphisme C*(M)-linéaire #, : Q*(M) — X*(M) qui entrelace d
et d,, i.e,

H#r (dn) = _dﬂ'(#ﬂ' (77))7

ce qui induit un homomorphisme #, : H} (M) — H:(M) de la cohomologie de Rham
dans la cohomologie de Poisson, qui est un isomorphisme si 7 est symplectique.
Ensuite, la dérivée de Lie dans la direction d'une 1-forme différentielle «, notée L, :
XP(M) — XP(M), et le produit intérieur par a, noté i, : X?(M) — XP~1(M), se définis-
sent par:
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et on a les mémes formules usuelles

Ua,8], = Lalp = ipLa, (2.33)
Liap), = LaLp — LaLa, (2.34)
Lo = iady + dyia, (2.35)
Lody = dyLa. (2.36)

Ces opérateurs sont lies aux opérateurs usuels par I'application d’ancrage:

ia#ﬂ(n) = _#Tr(iﬂ'#(a)n)a (2.37)
Lod#tx(n) = —#x(Ly ()N (2.38)
LyP = Lx,P, (2.39)

pour tous f € C*(M),a € QY (M),n € QF(M) et P € XP(M).
Finalement, on peut étendre la dérivée de Lie L, aux formes aux formes différentielles
en définissant, pour tout n € QF(M),

k

Lan(X1, o X)) = mp(@) (X1, oo, Xk) = 30X, o LaXi, oy X), (2.40)
i=1

ou X, ..., X;, sont des champs de vecteurs. En particulier,

LB = |a,Blx, VB € QY (M). (2.41)

Cette dérivée de Lie peut s’étendre en un crochet de Lie gradué sur I'espace des formes
différentielles analogue au crochet de Schouten-Nijenhuis, appelé crochet de Koszul-
Schouten, qui peut étre défini de la méme maniére: pour tous n € QF(M) et p € Q €
QY(M), 1e crochet de Koszul-Schouten de 7 et p est la (k + | — 1)-forme, notée [n, p|, et
donnée par

< [, pley P >= (=1)* DD <y d(i,P) > — < p,dr(iyP) > +(~=1)* <nAp,d. P >, (2.42)

pour tout champ de (k+1—1)-vecteurs P. Ici, i, : X*(M) — X*(M) est le produit induit
intérieur par p, i.e. < w,i,P >=<nAw,P > pour tout champ de p-vecteur P et toute
(p — k)-forme w, si k < p;i,P = 0 sinon.
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Theorem 2.3.4 Le crochet de Koszul-Schouten est R-bilinéaire et satisfait les propriétés
suivantes:

(@) Pour touts f € C>®*(M),a € QY(M) etn € QF(M),

[f7 77]71' = inﬁ» [OZ, 77]71' = ‘Cozn' (243)

(b) L’antisymétrie graduée: pour tous n € QF(M) et w € QH(M),

[, wle = =(=)* VD, ). (2.44)
C régle de Leibniz graduée: pour tous 7 € ,w € etpec QY ,
(c) Larégle de Leib dué QF (M QM Q (M

[m,w A ple = In,wle A p+ (1) D A, pla, (2.45)

AW, ple =0 AW, plx + (1) [, plx Aw. (2.46)
(d) L’identité de Jacobi graduée:

(—D)EDED [ (w, plalr + (=1)F VD w0, [p, )] + (=1 DD [, w]]x = 0.
(2.47)

En outre la différentielle extérieure est une dérivation de [, | :

d[n, wlr = [dn,w]r = [dn,w]x + (1) D[, dw],. (2.48)

Proof 2.3.4 Les propriétés (a) — (d) se démontrent de la méme maniére que dans le cas
du crochet de Schouten-Nijenhuis.
Pour voir que d est une dérivation de |, |, Posons pour toutn € QF(M) etw € Q'(M),

I(n,w) = dn, wlx — [dn,w]x — (=1)*[1, dw].
On vérifie immédiatement que
I(n,w) = —(=1)*D=DL(w, n)
et
I(n,wAp)=Z(nw)Ap+ (=)0 AZ(n,p),

pour toute forme différentielle p. En particulier, Z est de type local. IL suffit donc de véri-
ﬁer dans les trois cas suivants: (i) n etw sont des O-formes, c’est a dire qu’elles sont
des fonctions; (ii) n est une fonction et w est la différentielle d’'une fonction; (iii) n et w
sont les différentielles de deux fonctions. Le premier cas étant trivial, vérifions le deux-

iéme. D’apres et)2.27, on a

Dans le troisieme cas, on a : Z(f,dg) = d[df,dg]l, = d*{f,g}x = 0, ce qui achéve la
démonstration.

O
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2.3.3 Connexions Contravariantes

Un autre élément du calcul de Poisson est la notion de connexion contravariante. Ces
connexions ont été introduites par Vaismann [10], [19]; elles jouent un role trés impor-
tant dans la géométrie de Poisson, e.g., [7], [20], [21],etc, et évidement de plus en plus
trés utiles dans différents domaines de mathématiques [1], [8], [22], [23]..

(Pour un étude détaillée des connexions contravariantes, voir [7])

Une connexion contravariante se définit d'une maniere similaire a celle d'une connex-
ion ordinaire(covariante), sauf que l'algebroide cotangent remplace l'algebroide tan-
gent. Plus précisément,

Definition 2.3.2 Une connexion contravariante sur une variété de Poisson (M,r) est
une application R-bilinéaire D : Q' (M) x QY (M) — QY(M), notée (o, B) — D, f3, vérifiant,
pour toute fonction f sur M,

Dfozﬂ = [Daf et,Da(fﬂ) = fDaf + #'n’(a)(f)ﬁ

D.pB est appelée la dérivée contravariante de 3 dans la direction de «.

Exemple 2.3.5 Toute connexion covariante V sur M induit deux connexions contravari-
antes définies par: D3 := Vy (o), Doff = V. (pa+|a,Blx. En particuliére, les connex-
ions contravariantes D sur M est induite par une connexion covariante: D, = V4 ()83
avec VyY = D#;I(X)Y.

Lorsqu'une connexion contravariante D sur (M, n) est induite par une connexion co-
variante, elle vérifie la propriété suivante:

(Va € T*M,#(a) =0) = D, =0,

On dit que D est une F-connexion. Si D est une F-connexion sur l'ouvert M"Y des
points régulier de (M, ), on dit que D est F"*9-connexion.

En général, il existe des connexions contravariantes qui ne sont pas des F-connexion,
et donc une connexion contravariante peut ne pas étre induite par une connexion co-
variante.

La définition d’'une connexion contravariante étant similaire a la définition d'une con-
nexion covariante, on peut développer les notions usuelles de torsion, courbure, trans-
port paralléle, géodésique,etc. Néanmoins, il ya quelques différences surprenantes
dans la géométrie de Poisson contravariante.

Si (U,x1,...,24) est une carte locale de M, on définit les symboles de Christoffel Ff'j
d'une connexion contravariante D par:

d
Dya,drj = Y  TFday. (2.49)

I1 est facile de voir que, sous un changement de coordonnées, ces symboles se trans-
forment suivant la régle

Z 0%, Ts Oxy ok 0%, 0%, &Ej

Tik 2.50
Ox; Ox; A L O0x; Ox;0xy, 0%y ( )

1,5,k
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ou 7;; sont les composantes de = dans (z1, ..., z4). Inversement, la donnée d'une famille
de symboles qui se transforment suivant cette régle sous un changement de coordon-
nées, définit une connexion contravariante.

La torsion et la courbure de la connexion contravariante D sont définies respective-
ment par:

T(O[,ﬁ) = Daﬁ - Dﬁa - [a76]ﬂ'7 [2~51)

R(a, ﬂ)’y = DaDpy — DDary — ,D[a,ﬁ],rfy- (2.52)

On vérifie immédiatement que 7' et R sont des tenseurs de types (2,1) et (3,1), re-
spectivement. Quand 7'(resp.R) est identiquement nulle, on dit de D qu’elle est sans
torsion(resp. plate). les expressions locales de la torsion et la courbure sont respec-
tivement:

Omij
k _ 1k k 19
T =15 =15~ g, (2.53)
! Zd I m I pm 6F§‘k ‘9Fék Omij
Rijk = — Flm ik — P]mrzk + Tim 8Im, — Tjm axm - axm mk* (2.54)

A l'instar du cas covariant, la donnée d'une métrique riemannienne sur la variété de
Poisson (M, 7) donne naissance a une connexion contravariante analogue a la connex-
ion de Levi-Civita.

Soit (,) une métrique riemannienne sur M, et soit #<_>1 :TM — T % M I'isomorphisme
musical associée a (, ), i.e. #Z;(u) := (u, .). La métrique (, ) définit sur le fibré cotangent
une métrique, que I'on notera (,)*, par :

(a,0) = (#,y(a), #, (b)) Va,beT*M.
Proposition 2.3.5 [I]. Il existe une unique connexion contravariante D sur M vérifiant
(i) D est sans torsion : D5 — Dga = [e, B x;
(i1) D est métrique : #(a).(B,7)* = (DuB,7)* + (8, Day)*.
Cette connexion est donnée par la formule de Koszul

2(DaB, )" = #x(a)(B,7)" + #x(B) (v, V)" — #x(7){a, B)"
+ <[avﬂ}7ﬁ7> - <[ﬂ7’7]ﬂ'7a> + <[73a]7\'75>- [255)

On appelle D la connexion de Levi-Civita contravariante associée au couple (m, (,)).
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Proof 2.3.5 Puisque (,)* est non dégénérée, il suffit de calculer (D,[3,~)* pour toutes
1-formes a, § et y. En utilisant (i) et (ii), on calcule

(DaB7)* #r(a).(B,7)" — (B: Da)”
= #x(@)(8,7)" — (B, Dya) — (B, [, 7]x)"
= #x(a).(8,7)" = #x(7).(B, )" + (D18, 0)" = (B, [, 7]x)"
= #x(a).(8,7)" — #«(1)-(B, )" + (Dpy, )"
+ (Bl @) = (B, [, ]n)"

Hr (a) . <B7 'Y> — F#x (’Y)
(v: Do) + <[%/6’] )t — 6 [, V]
#a() (B, M) = #x(1)-(B, )" + #x(B) (v, )"

(1, DaB)” = (7, [B,a]x)™ + {[v: Blws )™ — (B, [, 7))

I
~
*

soit

2Daf, )" = #x(@)(8,7)" + #x(8)-(, 1) — #x(7)-(a, B)"
+ [0576]7777> _<[ﬁa7]ﬂva>+<[7’a]ﬂaﬁ>'

ce qui montre l'unicité. L’existence se montre immédiatement en vérifiant que la connex-
ion D définie par la formule de Koszul est sans torsion et métrique.

O

Exemple 2.3.6 Prenons M = R3 munie de sa métrique euclidienne et du tenseur de

Poisson m = 2 A 2 + (y 0 1,2) A 2 La connexion de Levi-Civita contravariante
Jdr Oy Yor dy 0z
correspondante est donnée par :

'dedﬂ;‘ = dedy = DdngZ = Ddydx = Ddydy = Ddydz = Ddzdz = 0,
Dy.dx = —dy, et Dy,dy = dx.

D est plate, mais pas une F-connexion, puisqu’a Uorigine, #.(dz) s’annule, alors que
Dg.dx et Dy, dy ne s’annulent pas.

2.4 Structure de Poisson invariantes a gauche sur un
groupe de Lie

Soit G un groupe de Lie de dimension n, e son élément neutre et gg = 7.G son algebre
de Lie. Un champ de multivecteurs P sur G est dit invariant a gauche, s’il est invariant
sous les translations a gauche L, : h — gh sur G, c’est-a-dire,

(Lg)«P(h) = P(gh) Vg,h € G.

Une structure de Poisson invariante a gauche sur G est la donnée d'un champ de
bivecteurs = sur G vérifiant [, 7] = 0. Une telle structure de Poisson est nécessaire-
ment de rang constant sur G, égale a son rang en élément neutre e de G.

Si G est connexe, un champ de multivecteurs P est invariant a gauche si et seulement
si la dérivée de Lie Lx P de P dans la direction de tout champ invariant a droite X est
nulle(puisque le flot de X est le sous groupe a un parametre des translations a gauche
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Leyp(tx.))- Par conséquent, le crochet de Schouten-Nijenhuis [P, Q] de deux champs de
multivecteurs invariants a gauche P et Q est aussi invariant a gauche. En effet, pour
tout champ de vecteurs invariant a droite X,

Lx[P,Q] = [LxP,Q]+[P,LxQ] =0.

Puisque I'évaluation en e, i.e. P — P(e), est un isomorphisme de I'espace des champs
de multivecteurs invariants a gauche sur I'espace A*g = @®}_,g (son inverse étant
l'application z — 2! ou z!(g) := (L,). Vg € G), le crochet de Schouten-Nijenhuis
de g; ses propriétés sont résumées dans le lemme suivant.

Lemma 2.4.1 Le crochet de Schouten-Nijenhuis d’'une R-algébre de Lie g est Uunique
application R-bilinéaire sur N*g qui étend le crochet de Lie de g et qui vérifie

(@) Pourtousx € Nig ety € Ng,[x,y] € AT~ 1g,

(b) L’antisymétrie graduée: pour tous x € N'g,y € Ng.

[,y] = —(=1)DED [y, 4], (2.56)

(c) La régle de Leibniz graduée: pour tous x € N'g,y € Ng et z € NFg,

[2,y A z] = [z,y] Az + (=1)0 iy A [z, 2] (2.57)

[x Ay, 2] =2 Ay, 2]+ (=1)F D[z, 2] Ay (2.58)

(d) Le crochet d’'un élément de \*g est un élément de N\°g = R est nul.

En outre, le crochet de Schouten-Nijenhuis de g vérifie l'identité de Jacobi graduée:
(D) DED [, [y, 2] + (~) VDD, [z 0] + (1) DE 2, )] = 0, (2.59)
et pour tout uy,...u,,v1,...,05 € @,

[Ug A oe Aty 01 A A = Z(—l)k+l[uk,ul]/\ul/\.../\u/\k/\.../\ur/\vl/\.../\771/\.../\1)5. (2.60)
ki

Remark 2.4.1 Une maniére directe de définir le crochet de Schouten-Nijenhuis sur A*g
consiste a étendre par R-bilinéarité, aux sommes multivecteurs décomposables de
AN*g.

Conte tenu de ce qui préceéde, on a :

Proposition 2.4.2 Une structure de Poisson invariante a gauche sur un groupe de Lie
connexe G est équivalente a la donnée d’un élément r € N?g vérifiant I'équation suivante,
dite U'équation de Yang-Baxter classique(EYBC) :
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[r,7] = 0. (2.61)
Les élements de N%g vérifiant sont appelés solutions de 'EYBC.

Exemple 2.4.1 Si la dimension de g est égale a 2, alors tout élément de N%g est une
solution de 'EYBC

Exemple 2.4.2 Siu,v € g tel que [u,v] = 0, alors r = u A v est une solution de 'EYBC;
la structure de Poisson invariante a gauche correspondante sur G est de rang constant
égale a 0 siu A v = 0,2 sinon.

Par la suite, nous allons donné une caractérisation des solutions de 'EYBC qui peut
étre tres utile. Dans tout ce qui suit, g est une algebre de Lie réelle de dimension n, g*
I'espace dual de g et r un élément de A*g. On notera ry : g* — g 'application linéaire
définie par

Bry(a)) = —a(ry(8)) = r(e, B) Vo, B € g", (2.62)
S, le sous espace vectoriel de g image de r et [, ], le crochet défini sur g* par

[, B = ad:‘,#(ﬁ)a — ad:#(a)ﬁ Va,b € g*,

ol ad* : g — gl(g*) est la représentation coadjointe de g donnée par

adl,a(v) = a(u,v]) Yu,v €g,a € g*.

Lemma 2.4.3 Pour tout o, 3,7 € g*, on a:

%[ﬂ rl(a; B,7) = allry(be), r4 (M)]) + B([r#(ga), r4(@)]) + ([ (al), r4(B)))- (2.63)

Proof 2.4.1 Puisque le membre droite de est linéaire en «, 8 et v il suffit de montrer
sur une base de g*. Pour cela, soit (ey, ...,e,) une base de g et (e7, ..., e;,) la base dual
sur g*. Ecrivons

lei,ej] = D hey cljen, T = Doi<icj<n Giji N €.
En utilisant on obtient par calcul direct
[r,7] = Zuklm ailajmcfjek Aep N en,.
Ainsi, pour touti,j, k=1,...,n,
[ r)(€5. €50 €) = 257§y Gitgmeh, = 2§, et (rp(e5).r (D).

ol ik désigne la somme circulaire sur i, j, k. D’ott le résultat.



Chapitre 3

Groupes de Lie de Riemann-Poisson

Sommaire

Les groupes de Lie de Riemann-Poisson et
leurs caractérisation infinitésimale
Caractérisation des algebres de Lie de

Riemann-Poisson

Construction des algebres de Lie de Riemann-
Poisson

Résultat Principal

Dans ce chapitre, nous allons étudier les groupes de Lie muni d'une métrique rieman-
nienne invariante a gauche et d'un tenseur de Poisson invariant a gauche satisfaisant
la condition de compatibilité qu’'on va définir plut tard. Ils constituent une sous-classe
de classe des variétés de Riemann-Poisson introduit et étudier par M.Boucetta (voir
[2,3,4,5]).

Les variétés de Riemann-Poisson sont avéré avoir des propriétés géométrique intéres-
santes (voir [2,3,4,5]). A partir de ces propriétés il sera intéressant de trouver une large
classe d’exemples des variétés de Riemann-Poisson. Dans ce chapitre nous allons
décrit une riche collection d’exemples obtenus en fournissant un groupe Lie arbitraire
G muni d'une métrique riemannienne ( , ) et d'un tenseur de Poisson 7 invariants
sous les translations a gauche et telle que (G, (, ), 7) est groupe de Riemann-Poisson.
On appel (G, (, ), 7) un groupe de Riemann-Poisson. cette classe d’exemples peut étre
élargie substantiellement, sans travail supplémentaire, comme suit. Si (G, (, ), ) est
un groupe de Lie de Riemann-Poisson et I' est un sous groupe discret de G alors '\ G
carie naturellement une structure de variété de Riemann-Poisson.

3.1 Les groupes de Lie de Riemann-Poisson et leurs
caractérisation infinitésimale
Dans cette section nous donnons le matériel nécessaire pour ce chapitre et décrivons

la contrepartie infinitésimale des groupes de Lie de Riemann-Poisson, appelées, Al-
gébres de Lie de Riemann-Poisson.

53
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Soit G un groupe de Lie et g = T.G son algebre de Lie.
1. Un tenseur de Poisson 7 sur G est entiérement déterminé par
(e, B)(a) = (L, LyB),

oua € G,a,8 € TYG, L, est la multiplication & gauche by a et r € Ag satisfait
I'équation classique de Yang-Baxter

[r,r] =0, (3.1)
ou [r,7] € A3g est donné par

[r,r)(e, B,7) == o, [ra(B), ra (V] = + < B, [ra(v), ra(@)] = + <7, [ru(a), ra(B)] =, «,B,7€g",
(3.2)

et ry : g* — g est la contraction associée a r. Dans ce cas, le crochet de Koszul

(2.26), lorsqu’il est restreint au 1-forme invariant a gauche induit un crochet de

Lie sur g* donné par

[Oé, B]T = ad:#(oc)ﬁ - a‘d:#(ﬁ)a7 Q, 6 € 9*7 (33)
ou < adja,v == — < a, [u,v] >. En outre, rx devient un morphisme d’algebres de
Lie, i.e.,

ry(la, Blr) = [ry(a),r4(B)], o Beg" (3.4)

2. Une métrique Riemannienne invariante a gauche ( , ) sur G est entiérement
déterminé par
(u,v)(a) = 0(TaLy-1u, Ty Ly—1v),

oua € G,u,v € T,G et p est un produit scalaire sur g. La connexion de Levi-Civita
de (, ) est invariante a gauche et induite un produit A4 : g x g — g déterminé par

20(Av,w) = o([u, v], w) + o([w, u],v) + o([w,v],u), wu,v,w € g. (3.5)
Il est 'unique produit sur g satisfaisant
Ayv — Ayu = [u,v] and  o(Ayv,w) + o(v, Ayw) =0,
pour tout u, v, w € g. nous appelons A le produit de Levi-Civita associé a (g, [, |, 0).

3. Soit (G, (, ),) un groupe de Lie muni d’'une métrique Riemannienne invariante a
gauche et d’'une 2-forme invariante a gauche et non dégénérée. Alors (G, , ),)
est une variété kahlerienne si et seulement si, pour tout w,v,w € g,

w(Ayv,w) + w(u, Ayv) =0, (3.6)
ouw = Qe), o = (, )e) et A est le produit de Levi-Civita de (g,[, |,0). Dans ce
cas nous appelons (g, [, |, 0,w) une algébre de Lie k&hlerienne.

Comme toutes les structures invariantes a gauche sur les groupes de Lie, les groupes
de Lie de Riemann-Poison peuvent étre caractérisés au niveau de leurs algebres de
Lie.
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Proposition 3.1.1 Soit (G,7,( , )) un groupe de Lie muni d’'un bivecteurs invariant
a gauche et d’une métrique riemannienne invariante a gauche et (g = 1T.G,[ , ]) son
algébre de Lie. On poser = m(e) € A%g, 0= (, ). et ¢* le produit Euclidien associé sur g*.
Alors (G,,(, )) est un groupe de Lie de Riemann-Poisson si et seulement si

(i) [r,7] =0,
(11) pour tout o, 8, € g*, 7(AuB,7) +7(8, Aay) =0,

otl A est le produit de Levi-Civita associé a (g*,[ , |», 0*).

Proof 3.1.1 Pour tout u € g et o € g*, on note u’ et of, respectivement, le champ de
vecteur invariant a gauche et le 1-forme différentielle invariant a gauche sur G déter-
minées par:

ut(a) = ToLa(u) et of(a) = T L,-1(a), a € G, L,(b) = ab.

Puisque 7 et (, ) sont invariants & gauche, on déduit facilement de (1.8) et (2.1) que pour
tout o, 8,7 € g*,

{ [WaW]S(agaﬂe7Pyé) = [T7 T](O‘767’7)7 #(O[Z) = (T#(a))e7£#r(a€)ﬁg = (ad:#(a)5)€7
(0/752]77) = ([a7ﬁ]r)é7pa@ﬁe = (Aaﬁ)‘.

La proposition découle de ces formules, (2.3) et le fait que (G,n,{ , )) est un groupe de
Lie de Riemann-Poisson si et seulement si, pour tout «, 5,y € g*,

[r,7]s(at, B4 ~°) = 0 et Dr(at, B4, 4%) = 0.
O

Inversement, étant donné un triplet (g,r, o) ou g est une algebre de Lie réelle, r € A%g et
o est un produit Euclidien sur g satisfaisant les conditions (i) et (i) dans la Proposition
donc, pour tout groupe de Lie G d’algébre de Lie satisfaisant, si 7 et {, ) sont le
champ de bivecteurs invariant a gauche et la métrique invariant a gauche associée a
(r,0) alors (G, ,(, )) est un groupe de Lie de Riemann-Poisson.

Definition 3.1.1 Une algébre de Lie de Riemann-Poisson est un triplet (g,r, o) oit g est
une algébre de Lie réelle, r € N2g et o est un produit Euclidien sur g satisfaisant les
conditions (i) et (ii) dans la Proposition|3.1.]]

Pour terminer cette section, nous donnons une autre caractérisation des solutions de
I'équation de Yang-Baxter classique qui sera utiliser plus tard.

Nous observons que r € A?g est équivalent aux données d'un sous-espace vectoriel
S C g et une 2-forme non dégénérée w, € N2S*.

En effet, for r € A%g, on pose S = Imry et w,(u,v) = r(r;l(u),r;l(v)) ouu,veSet T;l(u)
est un antécédent de v par ry.

Inversement, soit (S,w) un sous espace vectoriel de g muni d'une 2-forme non-dégénérée.
la 2-forme w définit un isomorphisme w® : S — S* par w®(u) = w(u,.), nous désignons
par # : S* — S son inverse et on pose ry = # o¢* ou ¥ : g* — S* est I'application
duale de l'inclusion i : S < g.

Compte tenu de cette observation, la proposition suivante donne une autre description
des solutions de I'équation de Yang-Baxter.
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Proposition 3.1.2 Soit r € A%g et (S,w,) son sous-espace associé. Les assertions suiv-
antes sont équivalentes:

1. [r,r] = 0.
2. S est une sous algébre de g et
Swyp(u, v, w) = wr(u, [v, w]) + wy(v, [w, u]) + wp(w, [u, v]) =0,
pour tout u,v,w € S.

Proof 3.1.2 La proposition découle des formules suivantes:
<Yl Blr) = [rg (), r4(B)] == =[r,7[(e, B,7), a B,v€g"
et, si S est une sous algébre,
[r,7](a, B,7) = —0w,(rg(a),ru(8), r4(7)-
O

Cette proposition montre qu’il y a une correspondance entre I'ensemble des solutions
de I'équation de Yang-Baxter classique et I'ensemble des sous-algebres symplectiques
de g. nous rappelons qu'une algébre symplectique est une algébre de Lie S munie
d’'une 2-forme non-dégénérée w telle que dw = 0.

3.2 Caractérisation des algébres de Lie de Riemann-
Poisson

Dans cette section, nous combinons les propositions et pour établir une
caractérisation des algebres de Lie de Riemann-Poisson qui sera utilisé plus tard pour
construire telles algébres de Lie.Nous établissons d’abord un résultat intermeédiaire.

Proposition 3.2.1 Soit (g,r, ) une algébre de Lie muni d’'un produit Euclidien ¢ et r €
A%g. Désignons parT = kerry, I+ son orthogonale par-apport a o* et A le produit de Levi-
Civita associé a (g*, [, |-, 0*). Alors (g,r, 0) est une algebre de Lie de Riemann-Poisson si
et seulement si:

(¢1) [r,r] =0.
(c2) Pourtous a € I, A, =0.

(c3) Pourtous o, B,y € I+, A,B €Tt et

r(AafB,y) +7(B, Aay) = 0.

Proof 3.2.1 En utilisant la formule g* = Z &I+, on peut voir que les conditions (i) et (ii)
dans la Proposition sont équivalentes a
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[r,7] =0,
a7y

(A

r(Aafy

r(AafBy
(AaBsy

=0,a€Z,fEL,yET,

+7(B,Axy) =0, € L,B €T v T+ (3.7)
=0,a €It B, veTIt,

+7(B,A407) =0, € T+, €T,y € T+,

r

—_ — — —

r

Supposons que les conditions (c1) — (c2) sont vérifiées. Alors pour tout o € T et 8 €
T+, Aga = [B,al, et donc ry(Aga) = [ry(B),m4(a)] = 0 Ainsi l’équation est vérifiée.
Inversement, supposons que Alors (¢1) est évidemment vérifiée.

Pour tous «,f € 7, la deuxiéme équation dans est équivalente a A, € T et nous
avons a partir des équations et[a, Bl =0et A,B € I+. Ainsi A, = 0.

Prenons maintenant « € Z et § € Z—. Pour tout v € Z, 0*(AufB,7) = —0*(8,Aay) = 0 et
donc A, € T+. D’autre part

ra(ls Blr) = r4(AaB) — r4(Asa) B [ry(a), re(8)] = 0.

Alors, pour touty € 7+,

(3.7
<, (AnfB) >=<v,r4(Aga) >=r(Aga,y) ="0.

Cela montre que A,f € T et donc A, = 0. Finalement, (c2) est vrai. Maintenant, pour

tout a € T+, la quatriéme équation en implique que A, laisse invariant 7 et puisque

elle est skew-symétrique elle laisse invariant T+ donc (c3) est vérifiée. Cela compléte la

preuve.

O

Proposition 3.2.2 Soit (g, o, ) une algébre de Lie munie d’une solution de l'équation de
Yang-Baxter classique et d’'un produit Euclidien bi-invariant, i.e.,

o(ad,v, w) + o(v,ad,w) =0, wu,v,w € g.

Alors (g, 0,7) est une algébre de Lie de Riemann-Poisson si et seulement siImry est une
sous-algébre abélienne.

Soit (g, [, ]) une algebre de Lie, r € A%g et ¢ un produit Euclidien sur g. On désigne
par (S,w.) le sous-espace symplectique associé a r et par # : g* — g l'isomorphisme
défini par p. On note que le produit Euclidien sur g* est déterminée par o*(«, ) =

o(#(a),#(B)). On a
g =Z®I+ and g=S5® S,

ou Z = kerry. De plus, ry : Zt — S est un isomorphisme, on note par 7 : § — Z+
son inverse. A partir de la relation

o(# (@), r#(B)) == a,r3(B) == (B, a),

nous déduisons que # : T — S+ est un isomorphisme et donc # : T+ — S est aussi
un isomorphisme.
On consideére I'isomorphisme J : S — S reliant w, avec gg, i.€e.,

wr(u,v) = o(Ju,v), wu,ve€S.
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On voit facilement que J = —# o 7.
Maintenant on est en mesure d’énoncer et de démontrer le résultat principal de ce
chapitre.

Theorem 3.2.3 Avec les notations ci-dessus, (g, r, o) est une algébre de Lie de Riemann-
Poisson si et seulement si les conditions suivantes sont remplies:

1. (S, 0s,wr) est une sous-algébre de Lie kdhlerienne, i.e., pour tous si, s, 53 € S,
wr(Vs, 82,83) + wr(s2, Vs, 83) =0, (3.8)
ou V est le produit de Levi-Civita associé a (S, [, |, 0|s)-
2. pour tout s € S et tous u,v € S+,

0(¢s(s)(u),v) + o(u, ps(s)v) = 0. (3.9)
ot g5 :— End(S*),u — prg. oad, etprg. : g — S+ est la projection orthogonal.
3. pour tout s1, s, € S et tous u € S+,
wr(pgr(u)sy, s2) + wr(s1,dgr(u)se) = 0. (3.10)
olt pg1 :— End(S),u+— prgoad, etprs: g — S est la projection orthogonal.
Proof 3.2.2 Supposons premlerement que (g,r, 0) est une algébre de Lie de Riemann-
Poisson. Selon les propositions [3.2.1] et[3.1.2] cela est équivalent a
(S, w,)est une sous-algébre symplectique
VaeZ, A, =0, (3.11)
Va, 8,7 € IH, AaB € I et r(Aaf, ) +1(B, Aay) = 0,

olL A est le produit de Levi-Civita de (g*, [, ], 0*).
Fora,BcTetyecIt,

o ([a, Bly, ) + 0" ([7, Blr, @) + ([, v, B)

0" (ady, ()8, ) + o*(ady, ), §)

= —<Blr#(),#()] > — <a,[ry(v), #(8)] >

—0(#(8), [r#(7), #(a)]) — o(#(a), [r#(7), #(B)]) (3.12)
Puisque # : T — S+ etry : It — S sont isomorphes, nous déduisons de que A3

pour tous «, 3 € T est équivalente a
Poura €T etfB,veIt,

20"(AaB,7) = o ([, Blr,7) + 0" ([v: Blr @) + 0" ([, v, B)
= —o'(ad; (50,7) — 0 (ad7#(5)% a) + 0" (ady, ()8, ) + 0" (ad;, .y, B)
= <o, [re(B), #()] > + <7, [rx(8), #(@)] > — < B, [rx(7), #(a)] > = < o, [rx(7), #(8)] >
= o(#0), [r#(8), #()]) — o(#(B), [rx (), #()])+ < a, [rx(8), #(V)] > — < o, [rx(7), #(B)] >
= —o(Jory(y),[r#(8), #(a)]) + o(J o r4(B), [ry (v), #(a))+ < o, [r(8), #(v)] >
- <a[ry(y),#(8)] >
= —wr(rz(7), Prs([r#(8), #()]) — wr(Pr([r#(7), #(a)]), r#(8))
+ <o [re(B), #()] > — < a,[rx(), #(B8)] > .

20" (Aaﬂy'Y)
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20"(AaB,v) = o ([ Blr,7) + 0" ([, Bl @) + 0" ([v, @, B)
= =o' (ad; (g0,7) — (adT#(,B)%Oé) o*(ady, () B, ) + 0" (ady, (), B)
= <a,[rg(B), #(] >+ <7, [re(B), # ()] > = < B, [re(), #(a)] > — < a, [re(y), #(8)] >
= o(#(), [re(B), #()]) — o(#(B), [r(v), #(@))+ < o, [re(B), # (V)] > — < a, [re(v), #(B)] >
= —o(Jorg(V), [re(B), #(@)]) + o(J orgu(B), re(v), #(a)))+ < a, [re(8), #(7)] > — < a, [rg(7), #(B)]
= —wr(rg(y), Prs([rg(B), #()]) — wr (Pr(lrg(v), #()]), r4(3))
+ <aq [T#(ﬁ)u #(7)] > =< a»[ ( ) (5)]

Maintenant, #(8),#(v) € S etryu(8),rx(y) € S et puisque S est une sous-algébre nous
déduisons que [r4(8), # (1)), [r#(7). #(8)] € S et donc

< a,[rx(8), #()] >=< , [r4(7), #(B)] >= 0.

Nous avons encore # : T — St etry : I+ — S sont des isomorphismes donc, d’aprés
3.13, A3 = 0 pour tous o € TetB € T+ est équivalente é|3.10)
D’autre part, pour tous «, 8,7 € I+, puisque # = —J o ry, la relation

20" (Aafs ) = o*([ov, B, ) + 0" ([, Blrs @) + 0*([7, &, B)

peut étre écrit

20(J oru(Aap), Jory () = o(J oru([e, Bly), J oru(y)) + o(J oru([y, B]r), Jorg(a)) + o(J o
ry([v,alr), J ory(B)).

Mals 7”#([ ,Blr) = [ru(a), r4(B)] et donc

2 < r#(Aa6)7r#(7) > =< [rg(a),rz(B),re(y) >; + < [re(),r72B)),re(a) >; + <

[r4(7), r4 ()], r4(B) >

ot < u,v >;= o(Ju, Jv). Cela montre que r4(Au.f3) = V,,(a)r4(be) ot V est le produit de
Levi-Civita de (S, [,], <,>;) et la troisiéme équation dans est équivalente a

wr(Vyv,w) + we (v, Vyw) = 0. w,v,w € S.

Cela est équivalent a V,Jv = JV,v. Montrons que V est actuellement le produit de
Levi-Civita associé a (S, [,], o). En effet, pour tous u,v,w € S, Vv — Vyu = [u,v] et

o(Vyv,w) + o(Vow,v) = <J 'V, J 'w>;+<J 'Vw, J o>,
= <V J ' J >+ <V tw, J o>y
= 0.

Nous avons donc montré la partie directe de la théoréeme. L’inverse se déduit facilement
des relations que nous avons établies dans la preuve de la partie directe.

O

Example 1 1. Soit G un groupe de Lie compacte, g son algébre de Lie associée et
T un tore de dimension paire de G.Choisissons une métrique riemannienne bi-
invariante ( , ) sur G, une 2-forme non-dégénérée w € A2S* ou S est U'algébre
de Lie de T et on pose o = (, )(e). Soitr € A?g la solution de l'équation de Yang-
Baxter classique associée a (S,w). En utilisant le théoréme|3.2.3, on voit facilement
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que (g,p,7) est une algébre de Lie de Riemann-Poisson et donc (G,{ , ),n) est
un groupe de Lie de Riemann-Poisson ol  est le tenseur de Poisson invariant a
gauche associé ar. Selon le théoréme ??, les orbites de U'action a droite de T sur G
définissent une foliation Riemannienne et kéhlerienne . For instance, G = SO(2n),

. . [ cos(8;) sin(0;) B N
T = Diagonal(Dy,...,D,) ot D; = <_ sin(6:)  cos(0;) et(,)=—K ouu K la forme
de Killing.

3.3 Construction des algebres de Lie de Riemann-Poisson

Dans cette section, nous donnons une méthode générale de construction des algebres
de Lie de Riemann-Poisson et nous 1'utilisons pour donner tous les algebres de Lie de
Riemann-Poisson jusqu’a la dimension 5.

Selon le théoréme [3.2.3] pour construire des algébres de Lie de Riemann-Poisson il
faut résoudre le probléme suivant.

Problem 2 Nous recherchons:
1. Une algébre de Lie kéhlerienne (b, [, ]y, 0y, w).
un espace vectoriel Euclidien (p, o),
une application bilinéaire antisymétrique [,], : p X p — p,

une application bilinéaire antisymétrique 1 : p X p — b,

o kLN

deux applications linéaires ¢, : p — sp(h) et ¢.p — so(p) ot sp(h,w) ={J : h —
h,JY+J =0} etso(p) ={A:p— p, A"+ A =0},J¥ est Uadjoint de J par apport a
w et A* est l'adjoint par rapport a oy.

tel que le crochet [,] sur g = h @ p définit, pour tout a,b € p etu,v € b, par

[u7 U] = [uv fU}h? [a7 b] = ,LL(CL, b) =+ [CL, b]P7 [a7 u] = 7[“) a] = ¢P (a)(u) - (bf)(u) (a) (3.13)
est un crochet de Lie.

Dans ce cas, (g,[,]) muni de r € A?g associé a (h,w) et le produit Euclidien ¢ = gy + 0,
devient, selon le théoréme [3.2.3] une algébre de Lie de Riemann-Poisson.

Proposition 3.3.1 Avec les données et les notations du Probléme 1, le crochet définit
par (18) est un crochet de Lie si et seulement si, pour tout u,v € h et a,b,c € p,

Pp(a)([u, vly) = [u, Pp(a) (V)]s + [dp(a)(w), vlp + dp(dy(v)(a)) () = dp(Pp(u)(a))(v),
¢y (u)([a,blp) = [a, ¢y (w)(O)]p + [Py (w)(a), bly + @y (D (D) (w))(a) = by (Pp(a)(w))(D),
b ([u,v]p) = [Py (u), ¢y (v)]
p([a, 0l
f[a7 ,C )(a ’
$ dn(a)(u( fu p- ),

ol § est la permutation circulaire.

( )=1[¢ ( ) ¢>p(b)](U) + [u, p(a, )]y — pla, dy (u) (b)) — p(dn(u)(a),b),
= §
¢)) =

)
ol
I

(3.14)
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Proof 3.3.1 Les équations découlent de Uidentité de Jacobi appliquée a (a, u,v), (a,b,v),
et (a,b,c).

O

Nous abordons maintenant la tache de déterminer la liste de toutes les algébres de
Lie de Riemann Poisson jusqu'a la dimension 5. Pour cela, nous devons résoudre le
probléme 1 dans les cas suivants: (a)dimp = 1,(b)dimbh = 2 et h est non abélienne,
(¢)dimbh = dimp = 2 et h est abélienne, (d)dimbh = 2,dimp = 3 et h est abélienne.

Il est facile de trouver la solution du probléme 1 si dimp = 1 puisque dans ce cas
so(p = 0) et les trois derniéres équations dans (3.11) sont évidemment vérifiées.

Proposition 3.3.2 Sidimp = 1 alors les solutions du probleme 1 sont Ualgébre de Lie
Iccihlerienne (h, o,w), ¢y = 0,[,], =0, =0, et ¢,(a) € sp(h,w) N Der(h) otr a est un généra-
teur de p et Der(h) Ualgébre des dérivations de .

Résoudrons maintenant le Probléme 1 si dimh = 2 et h est non abélienne.

Proposition 3.3.3 Soit ((h,w, 0y), (,[,]p, 0p), 1t &y, ¢p) une solution du Probléeme 1 ot b
est non abélienne de dimension 2. Alors il existe une base orthonormée B = (e1, e3) de
b, bo € p et deux constants a # 0 et 5 # 0 tels que:

Q) le1,ea]y = aer,w = e} A e,

(@) (p,[,]p, 0p) est une algébre de Lie Euclidienne,

(i) ¢ (e1) =0, ¢y (ez) € Der(p) N so(p) et, pour tout M(¢,(a), B) (8 QP(‘S’bO)),

(iiit) pour tous a,b € p, p1(a,b) = po(a,b)e; olt iy est un 2-cocycle de (p,[,],) vérifiant

po(as & (e2)b) + po(y (e2)a,b) = —op([a, Bly, bo) — apto(a, b). (3.15)

Proof 3.3.2 Notons premiérement que de la troisiéme relation dans (19) on trouve que
¢y (h)est une sous algebre résoluble de so(p) et donc nécessairement abélienne. Puisque
h est de dimension 2 et non abélienne alors dim ¢y (h) =1 et [h, h] C kerdy. Donc il existe
une base orthonormée (e, ez) de ) telle que [e1, ea] = aeq, pp(e1) = 0 et w = fef Aeb. Si
on identifie les endomorphismes de b avec leurs matrices dans la base (ey, ez), on trouve
que sp(h,w) = sl(2,R) et il existe ag, by, cg € p telle que, pour tout a € p,

bpla) = (9v<a0>a> 0 (b0, 0) )

op(co,a)  —op(ao,a)
La premiére équation dans (19) est équivalente a
a(op(ao, a)er+op(co, a)ez) = —apgp(ao, a)er +aoy(ag, a)er +op(ao, ¢y (e2)(a))er+op(co, Py(a))es,
pour tout a € p. Puisque ¢y (e2) est antisymétrique, cela est équivalent &

by (e2)(ao) = —aag et dy(ez)(co) = —aco



62 CHAPTER 3. GROUPES DE LIE DE RIEMANN-POISSON

Ce qui implique que ag = by = ¢p. La deuxiéme équation dans (19) implique que ¢y (e2)
est une dérivation de |,|,. Si on prend u = e; dans la quatriéme équation dans (19), on
obtient que [e1, u(a,b)] = 0, pour tout a,b € p et donc u(a,b) = po(a,b)er, Sion prend u = ey
dans la quatrieme équation dans (19) nous obtenons (20). Les deux derniére équations
sont équivalentes a [, ], est un crochet de Lie et uy est un 2-cocycle de (p,[,],).

O

La proposition suivante donne des solutions du Probléme 1 lorsque § est abélienne de
dimension 2 et dimp =2 .

Proposition 3.3.4 Soit ((h,w, 0y), (1, [, ]p
est abélienne de dimension 2 et dimp
produit:

, 0p)s 4 Gy, p) une solution du Probléme 1 ot h
= 2. Alors l'une des situations suivantes se

1. ¢y =0,(p,[,]p, 0p) est une algébre de Lie Euclidienne de dimension 2, il existe ay € p
et D € sp(h,w) tel que, pour tout a € p, p,(a) = g,(ao, a)D etil N’y a aucune restriction
sur u. En outre, ag € [p,ply si D # 0.

2. ¢y = 0,(p,[,]p, 0p) est une algébre de Lie Euclidienne non abélienne de dimension
2, ¢, identifie p en une sous algébre de dimension 2 de sp(h,w) et il N’y a aucune
restriction sur .

3. (p,[,]p, 0p) est une algébre de Lie Euclidienne, abélienne et il existe une base or-
thonormée B = (e1,ez) de ) et by € p tel que w = ae} A el, py(e2) # 0 et, pour tout

acp, M(¢p(a),B) = (8 ‘QP(%)’ a)) et il 'y a aucune restriction sur p.

Proof 3.3.3 On note premiérement que puisque dimp = 2 les deux derniéres équations
dans (19) sont évidement vérifiées et (p, [,],) est une algébre de Lie. Nous discutons deux
cas:

(i) ¢y = 0. Alors (19) est équivalente a ¢, est une représentation de p dans sp(h,w) ~
sl(2,R). Puisque sl(2,R) ne contienne aucune sous algébre abélienne de dimension
2, sip est algébre de Lie abélienne alors ¢,(p) < 1 et la situation se produit. sip est
non abélienne alors la premier ou la deuxiéme situation se produit dépendant de
dimension de ¢, (p).

(i) ¢y # 0. Puisque dimso(p) = 1 il existe une base orthonormée B = (ej,e3) de b
tels que ¢p(e1) = 0 et ¢y(e2) # 0. Nous avons sp(h,w) = si(2,R) et donc, pour tout
_ :Qp(a()aa) Qp(b()?a) > ) 5
€ p,M ,B) = . choisissons une base orthonormée
o € pMgy(a)B) = () aloo) u
(a1,a2) dep. Alors il existe v # 0 tels que ¢y (e2)(a1) = Aas et ¢y(ez2)(az) = —Aas.
La premier équation dans (19) est équivalente a

Pp(dy(ez))(e1) =0, a € p.

Cela est équivalent a

¢p(ar) = ¢p(az)(er) = 0.
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Alors ag = ¢ = 0 et donc ¢,(a) = (8 Qp(%” a)>- La deuxiéme équation dans (19)

donne
oy (e2)([ar, azly) = [a1, ¢y(e2)az]y + [y (€2)ar, azly + oy (Pp(az)(e2)(az) — @y (¢p(ar)(e2)(az),

et donc ¢y (e2)([a1, az]p) = 0. Ainsi [a1, a2, = 0. Les autres équations dans (19) sont
immédiats.

O

Pour aborder le dernier cas, nous avons besoin de la détermination des sous-algébres
de dimension 2 de si(2,R).

Proposition 3.3.5 Les sous algébre de dimension 2 de sl(2,R) sont

_(> B

g1 = 0 —al’

w=(* V), ,a,BER
6 —«a

o = (a+208)x a)’

otz € R—{0}. Enoutre, g, = g, si et seulement siz = y.

Proof 3.3.4 Soit g une sous-algébre de dimension 2 de sl(2,R). On considére la base
B = (h,e, f) de sl(2,R) donnée par

0 1 0 0 10
e:(0 0>’f:<1 0) eth:(o —1)

[hve] 226,[h,f] :_2f7[eaf] = h.

Si h € g alors ady, laisse invariant g. Mais ad), @ trois valeurs propres (0,2, —2) leurs
vecteurs propres associés sont (h,e, f) et donc sa restriction sur g a comme des valeurs
propres (0,2) ou (0,—2). Ainsig =g; oug = ga.

Supposons maintenant que h ¢ g. En utilisant le fait que sl(2,R) est unimodulaire, i.e.,
pour tout w € sl(2,R),tr(ad, = 0), on peut choisir une base (u,v) de g telle que (u,v, h)
est une base de sl(2,R) et

Alors

[u,v] = u, [h,u] = au+ v et [h,v] = du — av — h.

Si (z1,22,23) et y1,y2,y3 sont les coordonnées de u et v dans B, les crochet ci-dessus
donnent

dzy = (a + 2)y1,

= 2—
Y1 = (2 —a)z1, et § dxo = (a — 2)y2,

2(z2y3 — x3Yy2) — w2 =0,
( ) Y2 = —(a +2)xg,y3 = —axs

—2(x1y3 — x3y1) — 21 =0, {
T1Y2 — T2y1 —x3 = 0,

drs = ays + 1.

On note premiérement que si z; = 0 alors (z2,z3) = (0,0) ce qui est impossible nous
devons donc avoir v, # 0 et doncd = 4—a?. Si on remplace dans la troisiéme équation du
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deuxiéme systéme et la derniére équation, nous trouvons xrs = i etys = —%. La troisiéme
équation du premier systéme donne x, = —ﬁ etdoncy; = (2—a)xy etys = (fg; 21) . Ainsi

11 _a at2 1 -1 —q a2
o= () (evmn B} G S) (e e T
Mais

0

2z
1 -1 0o 2

r=omn{(e 1) o)) =

On peut vérifier facilement que g, = g, si et seulement six = y. Ceci compléte la preuve.

(=8N
N——
|
N
8
|
=8
"
+
N
—~
[N}
[
o 8
S~—
8
)
=sfk
)
"

et donc

O

Les deux propositions suivantes donnent la solution du Probléme 1 lorsque § est abéli-
enne de dimension 2 et dimp = 3.

Proposition 3.3.6 Soit ((h,w, 0y), (,[,]p, 0p): 1t &y, ¢p) une solution du Probléme 1 ot
est abélienne de dimension 2 et dimp = 3. Alors l'une des situations suivantes se
produit:

(@) (n,[,]p,0p) est une algébre de Lie Euclidienne de dimension 3, ¢, = 0 et y est un
2-cocycle pour la représentation triviale.

(i) ¢, est un isomorphisme des algébres de Lie entre (p,|,],) et sl(2,R) et il existe un
endomorphisme L : p — § telle que pour tout a,b € p,

p(a,b) = ¢p(a)(L(b)) — dp(b)(L(a)) — L([a, blp)-

(iti) Il existe une base B, = (a1, a2,a3) dep,a # 0,5 #0,v,7 € R, tel que [,], a l'une des
deux formes suivantes

la1,az]p = [a1,as3], =0,

[a1, az]p = 0,[a1, as], = Bai, laz, as]y = aaz,a # 0,

[az,a3]y, =va1 + aaz,a #0,5#0  ou 1 70

Moy, By) = I3 M(op,By)=|7 1 0
0 0 1

Dans les deux cas, il existe une base orthonormée By, = (e1,e2) de b,z # 0,u # 0 et
v € R telle que ¢, a l'une des formes suivantes

M((bp(a?)vBh) = 0 u) ’ M(¢P(a4)7Bh) =

S e & O
o O
\/

Z) .| M(dp(as), By) =
2
Pp(ar) =0, Pp(a1) =0,
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M(dp(az), By) = 5) ,

ou v _ 2v+ta
M((;Sp(a;;),B;,) = 20—a 2 >7
¢p (al) =0,
En outre, ;i est un 2-cocycle de (p, [, ]y, ¢p).

(iiii) Il existe une base B = (a1, az,a3) de p tel que ¢y(a1) = ¢p(az) = 0, Pp(az) est un
éléement non nul de sp(h,w) et

la1,az]p = 0, [a1, as]p, = Bai + pas, ou la1, az]p = aay, [a1, a3], = pas,
lag, azly = vya1 + aas, [az, az]p = yaz, a # 0.

En outre, ;1 est un 2-cocycle de (p, [, ]y, ¢p).

Proof 3.3.5 Dans ce cas, (19) est équivalente to (p, [,],) est une algébre de Lie et ¢, est
une représentation et p est un 2-cocycle de (p, [, |y, ¢p).
Nous distinguons quatre cas:

1. ¢, =0 et le cas (i) se produit.

2. dim ¢, (p) = 3 et donc p est isomorphe a sp(h,w) ~ sl(2,R) et donc p est un cobound-
ery. Ainsi (i1) se produit.

3. dim ¢, (p) = 2 alors ker¢, est un idéale de dimension 1 de p. Mais ¢,(p) est une
sous-algébre de dimension 2 de sp(h,w) ~ sl(2,R), par conséquent elle n’est pas
abélienne donc p/kerp est non abélienne. Sikerp C [p,p], alors dimp, p], = 2 il existe
donc une base orthonormée (a1, as, a3) de p tel que a € kerp et

[a27 a3]p = Qaz, [(13, al]p = 07 [ah a2]p = 03 « # 0.

1 0
T 0
0 1

Nous choisissons une base orthonormée (ey, e2) de lj et on identifie sp(h,w) asl(2,R).
Maintenant ¢,(p) = {¢p(a2),dp(as)} est une sous-algébre de si(2,R) et, selon la

proposition|3.3.4, ¢,(p) = g1, 92 ou g,. Mais

La matrice de g, est donnée par

o~

[91,01] = Re, [g2, 92] = Rf et [g,0.] = {(“ 15)}

ur —u

Donc pour que ¢, soit une représentation nous devons avoir

ontan) = (o) wonton) = (F 4) etaplan =o.
nlar) = (1 ) wsnle) = (£ 5,) etaplan =0
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or

Pplaz) = (u ;f) ,fplaz) = <2pfa QI;;(X> et ¢p(ar) = 0.

ur —u R —p

4. dim ¢, (p) = 1 alors ker¢, est un idéale de dimension 2 de p, Donc il existe une base
orthonormée (a1, as,a3) de p tels que

la1, az]p = aag, (a3, a1], = pai + qaz et [as, as], = ra; + saz.

L’identité de Jacobi donne o = 0 or (p,r) = (0,0). Prenons ¢,(a1) = ¢p(az) = 0 et
op(as) € sl(2,R).

O

Proposition 3.3.7 Soit ((h,w, 0y), (0, [,]p, 0p): 1t &y, ¢p) une solution du Probléeme 1 ot
est abélienne de dimension 2, dimp = 3 et ¢y # 0. Alors il existe une base orthonormée
(e1,e2) de b, une base orthonormée (ay,as,as) de p, A > 0,a,p, q, i1, 1o, us € R tels que

dp(er) =0,0p(e2)(a1) = Aa1 et gy(e2)(ar) =0,

la1, az]y = aas, a1, as]y, = pay + qag, [az, as], = —qay + paz, etdy(a;) = (8 161) i=1,2,3
et l'une des situations suivantes se produit:
1.p#0,a=0et
p(ar, az) = 0, p(az, a3) = =X (pp1 + qua)eretp(ar, as) = X~ (—qu1 + puz)er.
2.p=0,u3#0,a=0et
p(ar, az) = cer, plag, as) = =X (pp1 + qua)eretp(ar, as) = A (—qu1 + ppa)er.
3. p=0,u3=0et
pilar, az) = crey + caez, plag, az) = —A""(pp1 + qua)eretp(ar, as) = A~ (—qu1 + pp2)er.

Proof 3.3.6 Puisque ¢y, # 0 alors ¢y (h) est une sous-algébre abélienne non triviale de
so(p) et donc doit étre de dimension 1. Il existe donc une base orthonormée (e, e2) de b
et une base orthonormée (ay,az,as) dep et A > 0 tel que ¢py(e1) =0 et

Py (e2)(a1) = Aaz, dy(e2)(az) = —Aay et ¢y(ez)(asz) = 0.

La premier équation dans (19) est équivalente a

Pp(dp(e2)(a))(er) =0, a€p.

Ceci est équivalent a

¢p(ar)(er) = ¢p(az)(er) = 0.
Ainsi ¢p(ai) = (8 %Z) ,i = 1,2 et ¢p(a3) = (

iéme équation dans (19)

u v

w u> Considérons maintenant la deux-
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¢p(u)([a,b]p) = [a, gy (u)(D)]p + [0 (u)(a), by + by (Pp (D) (u))(a) + ¢4 (dp(a)(u)) (D).

Cette équation est évidemment vrais lorsque v = ey et (a,b) = (a1,a2). Pouru = ey et
(a,b) = (a1, as3), on trouve

by (dp(asz)(er))(ar) = 0.

et doncw = 0.
For u = ey et (a,b) = (a1,a2), on obtient ¢y (e2)([a1, az]y) = 0 et donc [a1, as], = aas.
Foru = ey et (a,b) = (a1, a3) or (a,b) = (az, as3), on obtient

p) = A

o (e2)([ar, asly)

Ceci implique que [a1, as]y, [az, a3, € span{ai,as} et donc

laz, asly — Auag et ¢p(ez)([az, asly) = —Aa1, asly + Auay.

[a1,a3]p, = pai + qas et [az, as], = rai + sas.
Donc

Apaz — gqa1) = A(ra; + sas — uas),
Arag — sa1) = —A(pa1 + gaz — uaq).

Ceci est équivalent a
u=0,p=setr=—q.

Pour résumer;, nous obtenons
_ _ _ N (0
[ah az]p = aas, [a17a3]p = pai + qag, [02, as]p = —qa1 + pas et ¢p(az) =\o o)

Considérons maintenant la quatrieme équation dans (19)

Pp([a, ]p)(u) = [dp(a), ¢p(b)](u) + [u, u(a, b)ly — pla, oy (u) (b)) — p(dy(u)(a), b).

Cette équation est évidemment vrais pour u = e;.
Pour u = es et (a,b) = (a1, a2), (a,b) = (az2,a3) nous obtenons

apsz =0,
(pu1 + qu2)er = —Au(az, az),
(—qp1 + pu2)er = Au(ar, az).

Les deux derniére équations sont équivalentes a
dp(as)(p(ar, az)) = —2pu(ar, az) et play, as], = 0.
* p # 0 alors

a=0,p(a1,a2) = 0, p(az,a3) = =X~ (pp1 + qua)er et plar,az) = A1 (—qu1 + ppz)er.
e p=0etpus#0alorsa=0et
plar, ag) = cey, plaz, ag) = =X~ (pu1 + qua)er et p(ar, az) = A~ (—qu1 + pua)es.
* p=0etuz =0 alors
par, ag) = creq + caea, plaz, ag) = =X~ (ppr + qua)er et p(ar, az) = A~ (—qu1 + puz)er.

O
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3.4 Résultat Principal

En utilisant les Proposition on peut donner tous les algebres de Lie de
Riemann-Poisson des dimensions 3,4,5.

Soit (g, [,], 0,7) une algébre de Lie de Riemann-Poisson de dimension inférieur ou égale
a 5. Selon ce qui est au dessus alors g = h @ p et le crochet de Lie sur g est donné par
et (h,w, o), (p, [, ]p, vap), sont des solutions pour le Probléme 1.

* dimg = 3. Dans ce cas dimh = 2 et dimp = 1 et, en appliquant Proposition [3.3.2]
Le crochet de Lie sur g, ¢ et r sont données dans le Table 1, ou e'? = e; Aes.

Crochets de Lie non nulles Bivecteur » | Matrice de o | Conditions
le1, ea] = aeq, [e3, ea] = bey ael? I3 a#0,aa#0
[es, e1] = —bey + cea, [e3, e2] = dey + bes ael? I3 a#0

Tableau 1: Les algebres de Lie de Riemann-Poisson de dimension 3.

* dim g = 4. Nous avons trois cas:

(c41) dimg = 2,dimp = 2 et h est non abélienne et nous pouvons appliquer la
Proposition 4.3 pour obtenir les crochets de Lie sur g, ¢ et r. IIs sont décrits
aux lignes 1 et 2 du tableau 2.

(c42) dimbh = 2,dimp = 2 et h est abélienne et nous pouvons appliquer la Proposi-
tion 4.4 et 4.5 pour obtenir les crochets de Lie sur g, o et r. Ils sont décrits
aux lignes 3 et 8 du tableau 2.

(¢43) dimb = 4. Dans ce cas p est une algébre de Lie Kihlerienne. Nous avons util-
isé [9] pour avoir toutes les algébres de Lie Kihlerienne de dimension 4 avec
leurs dérivations symplectique. Les résultats sont données dans le Tableau
3. La notion Der®(h) est I'espace vectoriel des dérivations qui sont anti-
symeétrique par rapport a la forme symplectique. L'espace vectoriel Der®(h)
est décrit par une famille des générateurs et E;; est la matrice avec 1 dans
la linge ¢ et la colonne j et O ailleurs.



bes, [e3, €2] = xeq +
Yeéq, [64,62] = ze1 —
yes
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Crochets de Lie | Bivecteur r | Matrice de ¢ Conditions
non nulles
le1, ea] = | e’ I a#0,aa#0
aeq, [es, ea) =
b€1 + €4, [64362] =
deq — ces
le1, ea] = | e’ I aac # 0,
aey, [e3, ea] =
belv [647 62] =
dey, [e3, €4) =
ces —aLebey
[e3,eq] = aey +bey | ael® I a #0,
[e3,e4] = ae1+bea+ | ael? I aac # 0,
ces, [eq, €1] = xEe1 +
yea, [eq, e2] = zep —
Treo
[es,es] = ae; + | ael? Diag(l7 1, <,u )> a#0,mp>0,up> 0>
beo + 2ey, [63, 61} = v
€1, [63, 62] =
—€2, [64, 81] = €1
[es,es] = ae; + | ael'? Diag<1, 1, <M )> a#0,u,p>0,pup>v>
bes — 2ey, [e3,e1] = v
€1, [63, 62] =
—€9, [64, 61] = €2
les,eq] = ae; + | ael? Diag(l,l, (M )> a#0,u,p>0,up>v?x#0
b€2 — 2637 [63,61} = v
e1 + wea, [e3,ea] =
—%61 —€9, [64, 61] =
xeg, [eq, €3] = %el
[es,es] = aer + | ael? I ay #0

Tableau 2: Les algebres de Lie de Riemann-Poisson de dimension 4 et de rang 2.
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Crochets de Lie | Bivecteur | Matrice de o Conditions | Der?(h)

non nulles r

[61, 62] = €9, ael? + 6634 Diag(a, b, c, d) a,b,c,d > {Egl, FE33 — Fy4, Bys, E34}
0,a8 #0

[e1, €] = | ae!® + Be* | Diag(a,b,b,c) a,b,c > | {Fa3 — F32,FEq}

—es, [e1,e3] = ea, 0,a3 # 0,

le1, e2] = | ae'? + Be** | Diag(a,b,c,d) a,bc,d > | {Ea1, Es3}

€9, [63, 64] = €4, 0,0[5 75 0,

lea, e1] = | ae™ + Be* | Diag(a,b,b,c) a,b,c > | {E14,FE23 — E30}

€1, [64762] = 075 >

—des, [eq, €3] = dea, 0,8 #0,

[e1, €] = | a(e'?—¢e3*) | Diag(a, ub, pa,b) | u,a,b > | {F34, Faa — F11, E12 + Eo1}

€3, [64, 63] = 07 (0% 7£ O,

€3, [647 61] =

%61, [e4, €2] = %62

[e1, €3] = | a(e**+e!) | Diag(a,a,2a,2a) | a #0,a >0 | {2E14 — E32}

es, [es, €3] =

€3, [647 61] =

2eq, [e4, €2] = —ea,

le1, ea] = | a(e'?—¢e**) | Diag(a,a,a,a) a#0,a>0 | {Es4,E12 — Eo1}

€3, [647 63] =

€3, [647 61] = %61 -

€9, [64, 62] = —€3

Tableau 3: Les algebres de Lie kahleriennes de dimension 4 et leurs dérivations.

symplectiques.

¢ dimh = 5. Nous avons:

(cb1)

(c52)

(c53)

(c54)

(c55)

dimbh = 4 et h est abélienne et donc un espace vectoriel symplectique. Nous
pouvons appliquer la Proposition [3.3.2] et g est un produit semi-direct.

dim b = 4 et h est non abélienne. Nous pouvons appliquer la Proposition [3.3.2]
et Tableau 3 pour obtenir les crochets de Lie sur g, o et r. Le résultat est dans
le Tableau 4.

dimbh = 2 et h est non abélienne. Nous pouvons appliquer la Proposition|3.3.3
Dans ce cas (p, [, ], 0p) est une algébre de Lie Euclidienne de dimension 3 on
peut compiler Der(p) N so(p) et résoudre

Les algebres de Lie Euclidiennes de dimension 3 sont classifiées dans [12].
Le résultat est résumé en Tableau 5 si p est unimodulaire et en Tableau 6
lorsque p est non unimodulaire.

dim b = 2 et h est abélienne et ¢, = 0. On applique la Propositionet nous
effectuons tous les calculs nécessaires. Nous utilisons la classification des
algebres de Lie Euclidiennes de dimension 3 donnée dans [12]. Les résultats
sont données dans les tableaux 7-8.

dimh = 2 et h est abélienne et ¢, # 0. Nous appliquons la Proposition
et nous effectuons tous les calculs nécessaires. Les résultats sont données
dans le tableaux 9.
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Crochets de Lie non nulles Bivecteur r | Matrice de o Conditions

[e1,e2] = ea,[es,e1] = wea,[es,e3] = | ael? + Be3? | Diag(a,b,c,d,e) a,b,c,d,e > 0,8 £ 0
yes + tey, [es, €4] = ze3 — yey

[e1,e2] = —es,[e1,e3] = ea,[es,e1] = | ael? + Be?3 | Diag(a, b,b,c,d) a,b,e,d > 0,a8 #£0,
Yeq, [657 62] = —Tesg, [657 63} = Zéy,

[e1,e2] = ea,[es,ea] = ey, [es,er] = | ae'® + pe3* | Diag(a, b, c,d,e) a,b,c,d,e > 0,a8 # 0,
zea, [es, e3] = yey,

[ea,e1] = e1,[eq, 2] = —des, [ea,e3] = | ael® + Be23 | Diag(a, b, b,c,d) a,b,e,d> 0,0 >0,a8 #£0,
des, [es, €3] = —yes, [es, e3] =

yes, [es, eq] = ey,

[e1,e2] = e3,[eq,e3] = e3,[ea,e1] = | a(er> —e3) | Diag(a, ub, pa,b,c) | p,a,b,c>0,a #0,
%61,[64,62] = %62,[65,61] = ze; +

yea, [es, ea] = yer — wea, [e5, e4] = ze3

[e1,e2] = e3,[ea,e3] = e3,[es,e1] = | a(e® +e'?) | Diag(a,a,2a,2a,b) | a#0,a,b>0

261, [64, 62] = —€9, [65, 62] =

xes, [es, e4] = —2xwey,

[e1,ea] = es,[es,e3] = es,les,e1] = | a(e!® —e3*) | Diag(a,a,a,a,b) a#0,a,b>0

%61 — 62,[64,62] —82,[65761} =

—Zxe2, [657 62} = xeéq, [657 64} = yes,

Tableau 4: Les algébres de Lie de Riemann-Poisson de dimension 5 et de rang 4
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Crochets de Lie non nulles Bivecteur r | Matrice de o Conditions
[e1,e2] = e1,[es,ea] = buer — ceq, [es,ea] = | ael? Diag(1, p, u, p1, 1) ca # 0, up >
dpey + ces, [es, e2] = feq, [es,eq] = —fe1 +e5 0
e, e2] = ei1,[e3,e2] = ey, les,e2] = | e 1ag(l,p, 1,1, a sy P>
b 12 Diag(1,p,1,1, 0,4, p
cei,les,ex] = dpei,les,es] = ber — 0
es, [es, e5] = —cer + ey
. 1 1
le1,e2] = e1,[es,ea] = (b + cler,[es, 2] = ael? Dlag(Lf% (1 x> ’M> a#0,u,p>
(cx+D)er, [es, e2] = dpey, [e3,e5] = (b+c)er — 0
€3, [es, e5] = —(zc+ b)ey + ey
[61762] = €1, [63762] = b617 [64762] = 06612 Dlag(lapa 17May) « 7é
Cleq, [65362] = dV@l? [63765] = —pcer + Ohuvpvy >0
e4, [e4, e5] = ber —e3
[e1,e2] = e1,[es,ea] = buey,fes,ea] = | ae'? Diag(1,¢&, i1, v, p) e a
CV€17[€5562] = dpela [63,64] = _QPdel + O,,U,V, p’é- >
2es5, [es, e5] = 2vce; —2ey, [eq, e5] = 2uber —2es O, 0 £ v, #
psVFp
[61762] = €1, [63762] = b,uelv [64762] = | ae® Diag(lapau7ya V) Aa 7&
crvey — Xes, [es,ea] = dvey + Mey,[es,es] = 0,u,v,p>0
—Zul(j\:gd)ﬁ + 2e5,[e3,e5] = 2V1(C+_,\/z\d)€1 -
2ey, [eq, 5] = 2ube; — 2e3
ler,e2] = ei,les,ea] = buey,les,ea] = ael? Diag(1,¢, i1, v, p) « #
crey, [65762] = dpel7 [63764] = _Pdel + 07/1'71/7 p7€ >
es, [e3, e5] = veey — ey, [eq, 5] = —pbe; + e3 0, # vyp #
PV #p
€1,e2] = e€1,[€3,€2] = €1,|€4,€2] = | e 1ag(L, p, u, v, v «
bu 12 Diag(1, p, it A

cvey — Aes, les,ea] = drep + dey, ez, eq] = 0, u,v,p>0
- V(l)r;\rzd) er + es, [635 65] = V(lc_:)\);d) €1 —
€4, [es, e5] = —pber + e3
le1,e2] = e1,fes,ea] = bper — uey — | ael? Diag(1, p, j1, j1, 1) a#0,pu,p >
ves, lea,e2] = cuer + uez — wes, [es5, €] = 0
duer + vez + wey, ez, eq] = wer +
€5, [631 65] = yer — 2647 [647 65] =
ze1 + ez, x = _”(b"w—fiZiﬁzzifUVercmrd)ay =
,u(—bl/w+cu2—duw+bu—dw+c) _

1+u2+v2+w? % -

,u(bw2fcuw+duwfcu+du+b)

— 14+u2+v24w?

Tableau 5: Five-dimensional Riemann-Poisson Lie algebras of rank 2 with non

abelian kahler subalgebra and unimodular complement
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Crochets de Lie non nulles Bivecteur r | Matrice de o Conditions
[ela 62] = €1, [637 62] = (f+CA+f)\2)€1— a612 Dlag(17 12 17 17 /’[/) Aa 7é
ey, les, e2]) = cer + Aes,les,ea] = 0, b, p >0
dpey, [es, es] = fer—es, [eq, e5] = (A f+

c)er — ey

[e1,e2] = e1,les,ea] = bey,[eq,ea] = | ael? Diag(1,p,1,p,v) a # 0,f =
cuer, les,es] = dvey,les,es] = pce; — 1 or f <
€4, [(’347 65} = (7fb + 2#6)61 + f63 — 2ey4 0,0 < p <

|flp,p >0
€1, €2 = eq,les, e = b + | ae'? Diag| 1, p, Lop U « #+
g 1

cp)er, les,e2] = (¢ + buer,[es,ea] = a 0, t,v,p >0
dvey, [es, e5] = (bu+c)er —eq, [es,e5] =

((2—p)e+ (2u— 1)b)er + ez — 2ey

€1, €9 = e1,les, e = b + | ael? Diag| 1, p, ol ,U « 0,c >

gl Lr (4

cer,fea,ea] = (b + cp)er,fes,es] = : p>1vp>
dvey, [es, es5] = (cu+b)er —eq, [eg,e5] = 0

(2= )b+ (2p— f)c)er + fes — 2eq

1

le1,e2] = erles,es] = (b + | ae'? Diag(l,p, (} i) 71/) a#0,v,p >
30)en, [ea,ea] = (¢ + Sb)ey, [es,e0] = 2 0
dvey,[es, e5] = (%bJrc)el —ey,leq, e5] =

(2c+b)er — 2eq

[e1,ea] = e1,[es,ea] = wey,[eq,ea] = | ael? A'BA A =|a # 0,0 <
Yyer, [657 62] = dl/€17 [637 65} = E;_;s _2715 0 f < 13 0 <
ze1 — ea, [64,65] =te1 + fes — 2e4,x = 12}55 718 , B = | pu<l,
((1+#)§}"((I;C—11C)))f_2b’ — 2 0 0 1

(p—1)(cf+b) A—p)ef+({(f=2)ut+f)b 1

SF-D ot T 2f(1-1) Diag (Lp, (ﬂ /f> w) 8 =

vi—f

Tableau 6: Five-dimensional Riemann-Poisson Lie algebras of rank 2 with non

abelian kahler subalgebra and non unimodular complement
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Crochets de Lie non | Bivecteur r | Matrice de o Conditions
nulles
[es,es] = aey + bey + | ael? Diag(1, 1, u, u, 1) a#0,u>0
es, [es, es] = cer +
des, [eq,e5] = fer + gea
[es,eq] = aer + bey + | ael? Diag(1,1, Ll,u),Diag(l, 1, <1 ;) 7/¢) a#£0,u>0
es, [es,e5] = ceq + des — ’
es, [64, 65] = fe1+geatey
[es, e4] = ae;  + | ael? Diag(1,1,1, p,v) a##0,uv>0
bes, [es, e5] = ce1 + des +
eq, [eq, 5] = fe1+gea—e3
[es,eq] = aer + bey + | ael? Diag(1,1, u, v, p) a#0,u,p,v>0
2es, [es, e5] = el + deg —
2ey4, [es,e5) = fer + gea —
263
[es,eq] = aer + bey + | ael? Diag(1,1, u,v, p) a##0,u,p,v>0
es, [es,e5] = ceq + des —
ey, es, e5] = fer +gex +es
[es,es] = cer + dex — | ael? Diag(1,1,1,1, ) a#0,p>0
es, [eq, e5] = fer+gea—ey
les,e5] = cer + des — | ael? There are many cases See [12] a #0,
eq, les,e5] = fer + gea +
res — 2ey

Tableau 7: Five-dimensional Riemann-Poisson Lie algebras of rank 2 with abelian
kahler subalgebra




ues, [es, e4] = xeq + yes + aey, [e3, e5] =
zep + tegbey,leq,e5] = re; + ses +
deq, ((2a + 2v)x — 2zu)p — ay + 2tu —
2yv = 0, (2zv—ax—2zu)p+(2a—2v)y+
2tu = 0,
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Crochets de Lie non nulles Bivecteur r | Matrice de o Conditions
[es,e1] = —ea,[es,ea] = e1,les,e1] = | ael? Diag(1,1, u,v, p) a#0,uv,p>0
627[64762] = 61,[65,61] = 61,[65,62] =
—ea, [e3, e4] = 2e54(la2 — o1 —2l13)e1 —
(lig + lin + 2l23)ez, [es, e5] = —2e4 +
(las — i — 2liz)er — (lis — lon —
2l22)e2, [ea,e5] = —2e3 + (lag — li2 +
2l11)e1 + (l13 + laa + 2l21)e2
les, e1] = ueq, [es,e1] = —%eq, [es, e2] = | ae'? Diag(1,1,1,1,1), a # 0,a # 0,b #
vei + 5ea, [es, eq] = zer +yea, [e3, e5] = 0,(3c + 2b)y =
bes + zey + tea, [eq,e5] = ces + aey + 0, (a+ 2b)x — 2tu +
rep + seg 29y =0
lea, e2] = uey, [es, 1] = —%eq, [e5,e0] = | ael? Diag(l, 1, <1 lf) ,1> a # 0,a # 0,ax —
vep + Geg, [e3, 4] = xeq, [e3, 5] = zeg + H 2tu =0
teo, leq, e5) = aey + rej + ses,
leser] = wuer,fes,el] = Ser + | ae®? Diag(1,1,1,1,1) a # 0,a,b #
vey, les,ea] = —Gea,[es,eq] = wer + 0,(3¢ + 2b)z =
yea, [es, e5] = bes + zeq + teg, [eq, 5] = 0, (a+2b)y — 2zu +
ces + aey + req + ses, 20v =20
lea,e1] = wei,[es,el] = Ser + ae'? Diag(l,l, (1 lf) ,1) a # 0,a # 0,ay —
vea, [es, €2] = —5ea, [es, e4] = r 2z2u =0
yea, les,e5] = zer + teg,les,e5] =
aeq + reqp + sea,
[es, e1] = wey + upes, [eq, €2] = —% — | e Diag(1,1,1,1,1) a#0,a,b+#0,
ues, [es, e1] = vey + (21)%)1962, [es, e2] =
_(227?61 — veq, [63764] = xer +
yea, [e3, e5] = beg + zey + teg, [eq, 5] =
ces+aeq +rej + sea, ((2a+2b+ 2v)x —
2zu)p — ay + 2tu — 2yv = 0, (22v — ax —
2zu)p + (2a + 2b — 2v)y + 2tu = 0,
[ea,e1] = uer + upes, fes, 0] = —% — | ae'? Diag(L 1, (i lf) ,1) a#0,a,b#0,
ues, [es, €1] = vey + Lv;a)peg, [es, e2] =
_(227—;(1)61 — veq, [63,64] = xer +
yea, [e3, e5] = zey + tea, [es, e5] = aeq +
re1+ses, ((2a+2v)x—2zu)p—ay+2tu—
2yv = 0, (2zv—ax—2zu)p+(2a—2v)y+
2tu =0,
[es,e1] = uey + veg,[es,ea] = we; — | ae'? Diag(1,1,1,1,1) a#0,(a+d+u)z+
ues, [es, e4] = wey +yea, [e3,e5] = ze1 + yw = 0, zv+(a+d—
tes + aes + bey, [es, e5] = re1 + sex + u)y =0,
ces + dey, ((2a + 2v)x — 2zu)p — ay +
2tu—2yv = 0, (2z2v —ax —2zu)p+ (2a —
20)y + 2tu = 0,
[es,e1] = uey + vea, [es,ea] = we; — | ael? Diag(1,1,1,1,1) a # 0,a # 0,(c+

wx — ar + yw =
0,(c — wy — as +
zv =0,
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Tableau 8: Five-dimensional Riemann-Poisson Lie algebras of rank 2 with abelian
kahler subalgebra(Contuned)

Crochets de Lie non nulles Bivecteur r | Matrice de o Conditions
[e3,e2] = xe1 — aey, [eq,e2] = ye1 + aes, [e5,ea] = | ael? Diag(1,1,1,1,1) a#0,a#0
ze1, e, e5] = pes + qeq + a~(—qx + py)er, [es, e5] =

—qes + pes —a”(px + qy)es

[e3,e2] = xe1 — aey, [eq, 2] = yer + aes, [e5,ea] = | ael? Diag(1,1,1,1,1) a # 0,a #
ze1,les,eq] = bei,les,es] = qeqs — a7l — 0,z#0
qrey, ea, 5] = —qes —a”'qye;

[e3,e2] = xe1 — aey, [eq,e2] = ye1 + aes, [e3,eq] = | ael® Diag(1,1,1,1,1) a#0,a#0
bei +cea, [e3, e5] = ges—a~t —qwey, [eq, e5] = —qes —

a”'qyes

Tableau 9: Five-dimensional Riemann-Poisson Lie algebras of rank 2 with abelian
kahler subalgebra(Contuned)

Ce théoréme inconnu a notre connaissance peut étre utilise pour construire des
exemples d’algebres de Lie de Riemann-Poisson.

Theorem 3.4.1 Soit (G, <,>) un groupe de Lie Riemannien dimensionnel plat. Alors il
existe une 2-forme différentielle invariant a gauche ) sur G tel que (G, <,>,Q) est un
groupe de Lie Kihlerien.

Proof 3.4.1 Soit g Ualgébre de Lie de G et o =<,> (e). Selon Le théoréme de Milnor
[[13], Theoreml.5] et sa version améliorée [|3], Theorem3.1] la planéité de la métrique sur
G est équivalente a [g, g] est abélienne dimensionnelle, [g,g]* = {u € g,ad,, + ad’, = 0} est
aussi abélienne dimensionnelle et g = [g,g] © [g,g]*. En outre, le produit de Levi-Civita
est donné par

ad, si a € [g,g],
0 siaclgglt

L, (3.16)

et il existe une base (e1, f1,...,e,, f) de [g,g] et A1,...,\. € [g,9]F — {0} tel que pour tout
a € [g,0]",

[(l, ei] = )\,(a)fz et [(I7 fz] = —)\1(01)61

On consideére une 2-forme non dégénérée skew-symmetric wy sur [g, g
non dégénérée skew-symmetric sur [g,g]* définie par wy = >;_, e}
Jacilement que w = wy ® wy est une forme de Kihler sur g.

et w, la 2-forme
A fF. On peut voir
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