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Résumé. Ce texte est une démonstration assez complete du théoreme d’intégrabilité
de Lie-Palais : " toute action compléte d’algébre de Lie est intégrable en une action
globale de groupe de Lie”.

L’objet principal de cet exposé est de comprendre comment s’effectue un passage
de l'infinitésimal au global. Nous voulons insister sur le caratere pédagogique de la
preuve de ce théoreme, ce qui nous semble d’un intérét fondamental pour un géométre
ou topologue.

Les outils de base sont : le théoréme de Frobenius (théorie des feuilletages) , le
troisieme théoreme de Lie (sur la correspondance groupes et algebres de Lie) et la
notion de revétement.

Date: 17-31 mai 2004. Ce texte est un exposé de PECOLE CIMPA ”Maroc 2004”
organisée a la Faculté des sciences et techniques de Marrakech.
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1. INTRODUCTION.

La théorie de Lie des groupes de transformations remonte & Sophus Lie ([Li]1893).
Selon cette théorie, " il y a correspondance biunivoque entre actions d’algebres de Lie
et actions locales de groupes de Lie.”

L’idée de R. Palais ([Pa]1957) étais la recherche d’une version globale de cette théorie
de Lie. Le résultat principal obtenu dans le mémoire [Pa](1957) est le suivant :

"Il y a correspondance biunivoque entre actions faiblement complétes d’algebres de Lie
et actions globales de groupes de Lie.”

Nous allons centré notre exposé sur la démonstration de ce théoreme.

Dans une deuxieme étape, nous ferons le lien avec un théoreme attribué a S. Kobayashi
et selon lequel des groupes de transformations laissant invariant certaines structures
géometriques sont des groupes de Lie. Comme application, nous retrouvons le fait
que le groupe des isométries Iso(M, g) := Dif f,(M) d’'une variété Riemannienne est
un groupe de Lie (Myers-Steenrod) et que le groupe Dif fg (M) des transformations
affines (i.e. preservant une connection V sur M) Uest aussi (cf. ”Nomizu” avec I’hy-
pothése de complétude, et puis "Hano and Morimoto” sans hypothese de complétude).
Notons au passage que c’est H. Cartan qui le premier avait démontré un résultat de
ce style : (le groupe des transformations holomorphes d’un domaine borné de C™ est
un groupe de Lie).

2. PRELIMINAIRES.

2.1. Champs de vecteurs. (Rappels) A tout champ de vecteurs X € (M) est
associé une équation différentielle (ED) :

d

d—Z(t) = X5 -

Les solutions maximales v : t € R +— ~(t) € M, sont appelés les trajectoires ou les
courbes intégrales du champ X. Ces courbes ne sont pas nécessairement définies pour
tout ¢ € R. Pour tout z € M, on note ©X(-,z) : t — ¢X(t,z) la courbe intégrale
passant par x, c’est a dire I'unique solution maximale de 1’équation (ED) de condition
initiale X (0,z) = z.

Le flot de X est I'application X : (t,2) — ¢~ (¢,2) définie sur un ouvert Dy de
R x M & valeurs dans M. Pour t fixé, on note o;* la transformation de M donnée
par : i (z) := ¢X(t,z). On montre que si (t,z), (s, % (t,z)) et (s +t,r) sont tous
dans Dy, alors : X (s, 0% (t,2)) = (s +t, ).

Les transformations (p;¥); sont des difféomorphismes locaux de M : linverse de ¢;*
est %, et quion a p o X = pX, (la ol les deux membres de cette égalité ont un
sens). La famille (o), est appelée le pseudo-groupe de transformation (ou groupe a
un paramétre local) associé au champ X.
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Un champ de vecteurs est dit complet si son flot est défini sur R x M | autrement dit
toutes ses courbes intégrales sont définies sur R. Ce qui équivaut a la donnée d’une
représentation R — Dif f(M) de R dans le groupe des difféomorphismes de M, telle
que l'application induite R x M — M soit différentiable.

Sur une variété compacte, tout champ de vecteurs est complet.

Exemples-Exercices :

e Sur M := R, le champ de vecteurs X := :EZ% n’est pas complet; son flot est
Papplication ¢~ (t,2) = 12~ définie sur Dx = {(t,z) e Rx R / to < 1}.

% Le crochet ou la somme de deux champs de vecteurs complets peut ne pas étre
complet :

e Sur M := R xR on peut considérer les deux champs : X := y% et Y := (%2)8% Ces
deux champs sont complets, leurs flots respectifs sont en effet donnés par : ;¥ (t, 2) =
(z+ty,y) et i (t,2) = (z,y + 2°5).

Montrer que les deux champs de vecteurs X + Y et [X, Y] ne sont pas complets.

e Soit A : R — R une fonction différentiable 1-périodique (i.e. A(z + 1) = A(z)) telle
que : A(z) = 0 sur [0, 1] U[2,1] et A(z) = Z sur [2,2]. Nous considérons alors sur

5 57 2 55
M := R les deux champs de vecteurs : X = z%cos*(A(z))L, YV = z%sin®(A\*(z)) L.
Montrer que ces deux champs sont complets, alors que nous venons de voir auparavant
que le champ de vecteurs somme X +Y = xQ% ne l'est pas.

2.2. Actions d’algebres de Lie. Soit G une algebre de Lie de dimension finie. Soit
M une variété différentiable. Une action de G sur M est la donnée d’'un homomor-
phisme d’algebres de Lie

7:G — x(M).
(c-a-d 7 est linéaire et 7]h, k| = [7(h), 7(k)].)
On dira alors que M est une G-variété. Pour h € G, le champ de vecteurs X" := 7(h)
sera appelé le champ fondamental associé a h.
Une G-action sur M peut aussi étre vue comme la donnée d’une famille finie { X!, ..., X7}
de champs de vecteurs sur M dont les crochets sont donnés par les constantes de
structures ij de l'algebre de Lie G relativement a une base, soit :

(X', X7] = CEX®.
1<k<p
Exemples-Remarques
Soit G un groupe de Lie et M une variété différentiable.
» Une action différentiable a gauche (ou action globale) de G' sur M est la donnée
d’un homomorphisme
p:G— Dif f(M)
de GG dans le groupe des difféomorphismes de M, de fagcon que ’application induite
p: G x M — M donnée par p(g,z) := p(g)z soit différentiable.
» Toute action d'un groupe de Lie G induit une action de son algebre de Lie G :
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pour tout vecteur h € G on associe le champ de vecteurs X" sur M dont les courbes
intégrales sont : t — p(exp(—th))z (les X" sont les champs de vecteurs fondamentaux
associés , notons que ce sont des champs de vecteurs complets).

L’application : 7(h) := X" ainsi définie est une action de G sur M ; elle sera notée

piG— x(M)

c’est I'action infinithésimale associée a ’action du groupe de Lie G .

Des exemples simples :

e Le groupe affine GA de la droite réelle, c’est-a-dire le groupe des transformations
(2 € R+— ax+ b€ R) est un groupe de Lie de dimension deux; son algebre de Lie
s’identifie & R? muni du crochet [e1, es] = eo. Ainsi, toute action de GA sur une variété
M donne lieu & deux champs de vecteurs complets { X!, X?} avec [ X!, X?] = X2

e Soit G = SO(3) opérant sur M = R?® & l'aide de I'action linéaire p(g,r) = g.z.
L’algebre de Lie so(3) de G (c-a-d 'algebre des matrices antisymétriques) s’identifie
a R? muni de son produit vectoriel, ¢’est I'isomorphisme donné par :

Xt 0 —z 2
22 | — x3 0 —z!
x3 —x? gl 0

L’action infinithésimale G — x(R?) induite de p est donnée par : p'(h) = h A ..

» Une action locale de G sur M est la donnée d’une application
p:D,CGxM—M

tel que :

(i) D, est un voisinage ouvert de {1} x M, et ¢ différentiable sur D,,.

(i) ¢(1,x) = = pout tout x € M.

(iii) Si E est I'ensemble des triplets (a,b,z) € G x G x M tels que (b,z), (ab,z)
et (a,¢(b,x)) sont toutes dans D, et que ¢(ab,x) = ¢(a,p(b,x)) , alors E est un
voisinage ouvert de {1} x {1} x M.

Exemple : le flot d'un champ de vecteur X sur M est une action locale du groupe de
Lie Abelien R.

» Une G-action sera dite effective si '’homomorphisme 7 est injectif (c-a-d que pour
tout vecteur non nul h € G, il existe un point € M tel que le vecteur tangent 7(h),
soit non nul); ¢’est ce que I'on supposera désormais.

On dira qu'une G-action est compléte sl existe une base 8 = {ey, ..., €, } du R-espace
vectoriel G telle que les champs de vecteurs X', ..., X soient complets.

Une G-action sera dite faiblement compléte s’il existe une famille S C G telle que
'algebre de Lie engendré Alg(S) soit égale a G, et que pour tout h € S le champ de
vecteurs X" soit complet.
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On montrera plus loin un lemme selon lequel il y a équivalence entre ”action faible-
ment compléte” et 7 action compléte”.

Le théoreme de Palais affirme que toute action faiblement complete est 'action infi-
nithésimale d’une action différentiable d’un groupe de Lie.

3. L’ENONCE DU THEOREME

Théoreme 1. %
Soit T : G — x(M) une action faiblement complete de G sur M. Désignons par :
— G le groupe de Lie simplement connexe d’algeébre de Lie G.
~T(G) le sous-groupe de Dif f(M) engendré par les difféomorphismes (o) pour
t € R et X champ complet dans 7(G).
Alors :

(1) II existe une action p: G — Dif f(M) telle que p' =1 et p(G) =T(G).

(2) Le groupe T(G) admet une structure de groupe de Lie connezxe d’algébre de Lie
7(G), opérant effectivement sur M.
e Si laction T est effective, ’homomorphisme G — T(G) induit de p est un
revétement de groupes de Lie.

4. DEMONSTRATION DU THEOREME

Nous pouvons supposer sans perte de généralité que 7 est injective 7 : G — x(M).
La G-action sera aussi supposée complete (c’est dans une deuxieme étape que 'on
montrera qu'une action faiblement compleéte est automatiquement complete).
L’algebre de Lie G opere sur G x M via :

T:G— x(Gx M)
en posant 7(h) = (L", X"), ott L" est le champ de vecteur invariant & gauche sur G

obtenu par translation de i € G. Le flot du champ de vecteurs X" := 7(h) est donné
par :

}?h h
v (a,2) = (a.exp(th), i (v)) .
Pour tout (a,x) € G x M, I'application linéaire
Tlaw) - G — Tia,z)(G x M)
donnée par : T(,,)(h) = (L, X") est injective!
Considérons alors I’lhomomorphisme de fibrés vectoriels (que nous notons encore 7
par abus de notation)

G x (G x M) -2 T(G x M)

défini par : 7 : (h, (a,z)) — (L' X!). Cest un homomorphisme de rang constant,
nous obtenons ainsi un feuilletage régulier F sur G x M :

Flaw) = Taw(G) = {(La, X)) / h € G}
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On l'appellera le feuilletage graphe associé a la G-action.
Analysons ce feuilletage :
Le théoreme de Frobenius ~» Par tout point (a,z) dans G x M passe une unique
sous-variété intégrale maximale de la distribution F, qu’on notera F, ), c’est la
feuille passante par (a,z).
D’un autre coté, le groupe de Lie G opere sur G x M par l'action donnée par :
g.(a,z) = (ga,z). Comme toute action, celle-ci induit une action de G sur le fibré
tangent T(G x M) :
G — Aut(T(G x M)) ,

c’est une représentation de G dans le groupe des automorphismes du fibré, elle est
donnée par :

0.2, X2) = ((1,):(Z), X.).
Cette action préserve le feuilletage F : Puisque pour tout g € G

9-T (1) 0.2y = T() (g,
Et par suite
9-Fow) = Figh)
La distribution F est alors stable par 'action de GG. Une conséquence immediate est
la suivante :
9-Flaz) = Flgas) -
Ainsi le groupe G opere sur l'espace des feuilles :

(G x M)/F .

» Toute feuille est de la forme a.F(.,) avec a € G et x € M. En particulier toute
orbite de I'action de G sur (G' x M)/F contient une feuille de la forme Fic ).

» Pour tous a € G et x € M, lapplication F. ) — Flq4) donnée par (b,y) — (ab,y)
est un difféomorphisme (la raison est que les feuilles d'un feuilletage sont des sous-
variétés ”consevatives” ou ”faiblement plongées”).

» Pour tout x € M, 'application

Pcex - F(e,x) -G

donnée par pe (b, y) = b est un difféomorphisme local [ Elle est d’abord différentiable
puisque c’est la restriction de la premiere projection G X M — G a la feuille Fi, ).
Ensuite sa différentielle est donnée par (dpg )by (Lt X2) = Ly pour tout h € G.]
Ainsi pour tout point x € M il existe U, un voisinage ouvert de e dans G et une
application s, : U, — Flcg) tels que pg, 0 s, = idy,. [c-a-d s, : Uy — G x M,
52(9) € Fle) €t sz(g) = (g, —) pour tout g € U,.]

Lemme 1. (Le voisinage U, peut étre choisit le méme pour tous les x.) :

1l existe un voisinage ouvert U de e dans G tel que pour tout x € M, il existe une
application s, : U — G x M telle que 5;(g) € Fle ) €t 5:(9) = (g, %) pour tout g € U.



Pour cela, nous aurons besoin du lemme 2. suivant (La complétude /).

Lemme 2. Pour toute famille de champs de vecteurs complets X, ..., X et pour
tout x € M, l’expression

Yoty s t) = (exp(tier)..eapltuer) . @iy, " ppy ()
défine une application différentiable de R* vers la feuille Flea.
Démonstration du lemme 2. (par récurrence sur k)
Puisque les feuilles sont des sous-variétés conservatives, il suffit de montrer que

Yo(t1, - ti) € Fley pour tout (¢q, ..., 1) € R¥.
. Pour £ =1 : dans ce cas 7, est la courbe

72(t) = (a(t), ¢(t))

ot a(t) = exp(th) , (t) = X" (x) avec h € G et X" champ complet.
Pour tout t € R, on a :
Yo (t) = (a(t), (1)) = (Lg(t)a Xz(t)) = T(h) (a(t),e(t)
c-a-d R
Yo(t) = T(h)r) = XD,
Ainsi, v, est une courbe inégrale du champ de vecteurs X (c’est en particulier une
courbe intégrale de la distribution F), et puisque 7,(0) = (e, z), on en déduit que

cette courbe intégrale est contenue dans la feuille Fi, ) : v:(R) C Fle)-
. Supposons maintenant que le lemme est vrai a I’ordre £ — 1. Posons

b

(exp(tier)...exp(tp—_1€5-1) , gofie_ifl...gpffel (7)) = (a,7)
. A cause de I'hypothese de récurrence, on a (a,y) € Fle ). Donc

a-Fley) = Feg) -

Or : vy(ty, ... tr) = (a.exp(trer), o " (y)).
D’autre part, en appliquant ce qu’on vient d’établir pour k£ = 1, on aura :

(exp(trer), i " (Y)) € Fley)

D’ou : 'Yx(tly ...,tk) S F(e’x). ¢

Démonstration du lemme 1. Soit {ey, ..., e, } une base de G telle que les champs
de vecteurs X, ..., X soient tous complets.
Considérons l'application

6:R"— G
donnée par ((t1, ..., t,.) = exp(tier)...exp(t,e,) ; celle-ci étant un difféomorphisme local
en 0, donc il existe V' un voisinage de 0 dans R" et U un voisinage de e dans G, tels
que §j, : V. — U soit un difféomorphisme. En appliquant maintenant le lemme 2.,
I’application
sy =70(B,) "t U—>GxM
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répond a la question. ¢
Lemme 3. Pour tout x € M, application
PG Flea) — G
est surjective.
Démonstration du lemme 3. Soit U comme dans le lemme 1. Donc :
U Cpaa(Flew) -

Le groupe GG étant connexe, donc le voisinage U de e engendre G :
Uvr=a.
m

Nous allons montrer par récurrence que pour tout m € N, on a

um c pG,x(F(e,z)) .

. Pour m = 1, c’est ce que nous venons de voir.
. Supposons que : Vz € M, U™ C pg.(Fle,z).
. Soit € M. Nous avons :

Vae U™ ,Jyec M, (a,y)€ Fe,x)

Or dire que (a,y) € Fcy) signifie que a.Flc,) = F(cy). Nous en déduisons alors la
commutativité du diagramme :

Fioy =% G
al Ll
F(e,cc) pG—I) G

Et puisque U C pgy(Fley)), nous aurons a.U = [,(U) C pau(Fleq)); et ceux-ci pour
tout a € U™. Ainsi : U™ C pgo(Flew)). ¢
Comme conséquence du lemme 3., on a :

Va € G,Yz € M,3z € M,(a™",2) € Fl

Dot : (e, 2) € a.Flez), et parsuite : Fle.) = a.Flez) = Flaz).
Conclusion I. : Toute feuille de F est de la forme Fc ).
Autrement dit, 'application

M— (GxM)/F
donnée par x +— Fl. ), est surjective.

Lemme 4. Pour tout x € M, l'application pg , est un revétement.



Démonstration du lemme 4. Considérons l'ouvert U du lemme 1. Posons :
Ve = 5,(U), c’est un ouvert de F{ ;) contenu dans
Pee(U) = Freay N (U x M)
et qui se projete difffomorphiquement sur U (pg. : Vi — U).
Soit
cela signifie que a € U mais (a,y) # s.(a).
Flez) étant de Hausdorff, il existent alors 6, voisinage ouvert de (a,y) dans F . et
6y C V,, voisinage ouvert de s, (a) tels que 0; N6y = 0. L'ouvert pg .(61) Npe..(62) est
un voisinage de a; en prenant alors
01 = 01 N pg(Pae(01) N paa(62))
et
b =0, N g (pea(01) N pe.a(02))
En remplacant 6; par 0] (et 62 par 6)), nous obtenons encore deux ouverts de p(_;}x(U )
qui sont disjoints avec en plus
Pc,x(9’1) = P (05) -

Et puisque PGy, est injective, nous aurons :
NV, =0.

[en effet : soit p € 01, il existe alors g € 65 tel que pe.(p)

= Pea(q); ainsip & Vi |.
En résumé, nous venons d’établir que pour tout (a,y) € [p(_;

L(U) — V], il existe 6,
voisinage ouvert de (a,y) dans p(_;}x(U ) tel que

01 C [pen(U) = Val -

Ainsi V,, est un ouvert et fermé de pg}x(U ). Et puisque V. est connexe (car homéomorphe
a U), on en déduit que V, est la composante connexe de pg}x(U ) contenant le
point (e, x).

Affirmation : Toute composante connexe de pa}x(U ) contient un point de la forme

(e, 2).

En effet : Soit C' une composante connexe de
X :=pgh(U) = (U x M) N Feyy -

Soit (a,y) € C. L’application

6:R"— G
donnée par : B(t,...,t,) = e el étant un difféomorphisme local d'un voisinage
V' de 0 sur U, il existe alors (s1, ..., s,) tel que e*1°...e* " = a. Posons

z=¢X 0. 00X (y)
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Considérons 'application :
vV — (UX M)ﬂF(e,z)

donnée par :

Yty o ty) = (em90, et gpfﬁer 0..0 gpifel (2))

Et puisque 7(t1,...,t,) = (a,y), on aura (a,y) € Fl.), donc F,,) = F .. D’autre
part : Fla,) = Fles) (puiqu’on est parti d'un point (a,y) € C C Flen). Dot
Flez) = Flew):

Ainsi (V') est un connexe de (U x M) N F. ;) = X, et puisque ce connexe contient
(a,y), on aura y(V) C C'; En particulier v(0) € C, c-a-d (e, z) € C.

En résumé, nous venons d’établir que pour toute composante connexe C' de p&lx(U ),
il existe z € M tel que C' =V, et . Réciproquement, soit z € M tel que Flc ) = Flc ) ;
V. est alors la composante connexe de Fi,) N (U x M) contenant (e, z). Ainsi :

ZI/F(C,Z):F(E,I)
[notons que si z, 2’ sont tels que Fley = Fley = Fleg) avec z # 2/, alors V, # V).

Plagons nous maintenant au voisinage d’'un autre point a € G. L’ouvert a.U est
alors un voisinage de a. Nous avons :

4/ F(a,q)=F e,2)
En effet, (b,y) € pg,(a.U) ssi (a'b € U et (b,y) € Fle). Soit encore
a ' (b,y) € a Flepy N (U x M)
Or a_l.F(e,x) = Fle,»), donc a~1(b,y) appartient & une composante connexe C' de Fle,2),
c-a-d une partie V,, . Autrement dit on a
pé,lm(aU) = H a‘V;]z
Q/F(e,qz):F(e,z)

Le fait que Fleg.) = Flez) = a_l.F(e,l,) équivaut a I, 4.y = Fleq), permet d’achever la
démonstration.
Cecl acheve la démonstration du lemme 4. ¢
Des conséquences du lemme 4. :
» Le groupe G étant simplement connexe, donc : pour tout x € M 'application

PG,z - F(e,m) — G

est un difféomorphisme.
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» Pour tous z,2’ € M, on a I'implication
(F(eﬂ;) = F(e@/)) — ( €r = l’, )
[La raison est que (e, ') et (e, x) seront deux points de F.,) qui ont le méme image

par l'application pg .|
Conclusion II. : L’application

®: M— (GxM)/F
donnée par ®(x) = F{. ), est bijective.

Nous pouvons alors munir la variété M de I’action de G provenant de celle sur I'espace
(G x M)/F de fagon que ® soit équivariante. Plus précisement :

p(g.x)=gx = & (gFex) =P (Figx)

c-a~d g.x est défini par

Flegx = Fgx) -
»L’action p satisfait les assertions :
i) C’est une action différentiable.
ii) C’est une primitive de 7.

Pour i) il suffit de le vérifier sur U. Nous aurons besoin de revenir sur les expressions
des applications s, : U — Fl.p) (tq :pge 0 s, = idy ). 11 s’agit d’expliciter le 7 +”
figurant dans le lemme 1.

Rappelons alors que ’application

6:G—G

donnée par B(tiey + ... + tre,) = exp(tiey)...exp(t,e,), est un difffomorphisme local
d’un voisinage V' de 0 sur U.
On désignera par

$p:G—T(G)
I’application définie par :
¢(t1€1 + ...+ trer) = gpt)fc’:r o o (,Dt)fﬂ .

Les lemmes 1. et 2. peuvent alors étre reformulés comme suit :

Lemme 5. Pour tout x € M, lapplication s, : U — Fi. . est donnée par :

sa(9) = (9. [(60871)(9)]())

Utilisons ce lemme : Soit g € U, prenons y := [(¢ o 371)(g)] ().
D’apres ce lemme, on a : s,(g9) = (g, [(¢ 0 371)(9)](v))-
Donc s,(g) = (g,x). Ainsi : (g,2) € Fley); c-a-d Fga) = Fley). Dot : g =y.
En résumé, 'expression de 'action p sur U x M est donnée par :

plg,x) = [(¢087")(9)] ().
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La composée de 3 x tdy; : V X M — U x M suivie de p: U x M — M, est donnée
par :

(tier + ... + trep, ) — 90)_(:11 0...0 wi(t:(x) .

En particulier 'applicatin p est différentiable.
Nous en déduisons aussi que pour tout j = 1,...,7 le champ de vecteur fondamental
associé au vecteur e; et qui est défini par :

~H(es)e =~ pleaptes.)
celui-ci n’est alors autre que X% . Par linéarité, nous en déduisons alors que p est bien
une primitive de 7 : pour tout h € G, on a X" = —p/(h). Nous venons donc d’établir
ii) ; et qu’en particulier tous les champs de vecteurs X" € 7(G) sont complets [le flot
de X" est donné par : X" (z) = p(exp(—th), z))].

» Considérons maintenant I’homomorphisme de groupes

p: G — T(G) C Dif f(M)

induit de action p, c-a-d p(g) = p(g, ).

Les champs de vecteurs X" sont complets, donc le sous-groupe T(G) C Dif f(M)
est celui engendré par tout les flots X" ; et puisque plexp(—th)) = ¢X", nous en
déduisons que lhomomorphisme p est surjectif.

Le noyau I := kerp (i.e. 'intersection des groupes d’isotropies) étant un souss-groupe
fermé de G (donc de Lie) son algebre de Lie s’identifie a ’ensemble des h € G tels que
Vt € R et VY € M on a p(exp(—th),z) = z, soit alors p'(h) = 0 c-a-d 7(h) = 0 donc
h = 0 (puisque l'action 7 est effective). Ainsi : I' est un sous-groupe discret distingué
dans G. Nous avons une bijection :

7:G/T = T(G)

Il existe alors une structure de groupe de Lie sur T(G) de fagon que la bijection p
devient un difféomorphisme. L’homomorphisme p est alors un revétement de groupes
de Lie. Une fois le groupe T'(G) est muni de cette structure de groupe de Lie, I'action
effective canonique T(G) x M — M est différentiable.

Ceci acheve la démonstration du théoreme. B

5. LA FAIBLE-COMPLETUDE IMPLIQUE LA COMPLETUDE

Lemme 6. Soit 7: G — x(M) une action effective.

Supposons qu’il existe S un sous-ensemble de T(G) tel que :

e VY €5, le champ Y est complet.

e S engendre algebriquement 7(G) : Alg(S) = 7(G).

Alors : il existe une base {X, ..., X} de champs de vecteurs complets.
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Démonstration .
Il s’agit de montrer que I’ensemble

C:={X e€71(G) / X est complet}

engendre linéairement 7(G).
L’hypothese est que Alg(C) = 7(G) puisque S C C et que Alg(S) = 7(G).
L’ensemble C' des champs complets satisfait les deux propriétés :

(i)
(ii)

VteR, VX e(C, tX eC.

VX €C, VY €0, e"™>(Y)e C.
En effet : c’est le (ii) qui parait moins évident ; nous allons en donner la preuve.
Soit h,k € G et X" = 7(h), X* = 7(k). Posons a := exp(h) € G, et considérons la
courbe #: R — G donnée par :
B(t) = aexp(tk)a™!
on a les égalités :
B(t) = exp(tAdy(k)) = exp(t Adespn(k)) = exp(te (k) .
Pour x € M fixé, on note ¢ : R — M la courbe

h k h
P(t) ==X 0 oo ().

La courbe 7, : R — G x M, donnée par :
% (t) = (exp(h)exp(th)exp(—h) , ©*] 0 @ 0 o’ ()

étant a valeurs dans la feuille Fi. 4 (cf. lemme 2.); donc :

71’(0) S T(e,m) - ?(e,x) (g)
Or : 4,(0) = (5(0), ¢(0)) et 5(0) = e (k) ; nous en déduisons alors :

p(0) = [1(e"™ (k)]

Et puisque 7 : G — 7(G) est un isomorphisme d’algebres de Lie, nous avons :

(e (k) = e*rinr (k) ;
et parsuite ¢(0) = [e® 7 (k)],.
conclusion : le flot du champ de vecteurs e 7 (k) € x(M) est alors donnée par :

h k h
p(t,x) = X 0 g ot (2)

il est alors complet. D’ou (ii).
Dérniere étape : il s’agit maintenant de montrer que le fait que ’ensemble C' satisfait

aux deux propriétés (i) et (ii) ci-dessus , entraine que vect(C) = 7(G).
Posons alors : V := vect(C'), et montrons que V est une sous-algebre de Lie de 7(G) ;
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le résultat en découle alors puisque Alg(C) = 7(G).
Or pour X, Y € C', on a
elvdxy Y
t
Donc [C,C] C V; et par linéarité nous avons aussi : [V, V] C V.

[X,Y] = (adX)Y = limy_.q

6. GROUPES DE TRANSFORMATIONS DE LIE

Soit M une variété différentiable, et soit H C Diff(M) un sous-groupe. Le
théoreme ci-dessous attribué a S. Kobayashi permet de donner des conditions suf-
fisantes pour qu'un tel sous-groupe soit de Lie. C’est une conséquence du théoreme
de Palais comme nous allons voir.

Théoréme 2. Soit H C Dif f(M) un sous-groupe. Soit S C x (M) le sous-ensemble :
S = {Xcomplet | o € H, ¥Vt € R}

Si dim(Alg(S)) < oc.

Alors : H est un groupe de Lie d’algébre de Lie S. [En particulier on a : S = Alg(S)].

Démonstration. Par hypothese 'action naturelle de 1'algebre de Lie G := Alg(S) sur
M est faiblement complete , elle est donc complete et le groupe

T(G) =<{g' /X €G}>

est un groupe de Lie d’algebre de Lie G.
Affirmation : T(G) C H.
En effet : pour tous X €e G, x € Mett€Ron a

exp(tX).x = ¢} (v)

ou exp désigne 'application exponentielle du groupe de Lie T(G). Nous avons en
particulier, exp(Y) € H pour tout Y € S. Et puisque exp(S) engendre le groupe
T(G) (cf. le lemme ci-dessous) nous en tirons alors que T(G) C H.

Lemme 7. Soit G un groupe de Lie connexe d’algébre de Lie G. Soit S un sous-
ensemble de G tel que :

o Alg(S) =G.

e t.5 C S pour tout t € R.

Alors : exp(S) engendre G.

Démonstration. Soit K le sous-groupe de G engendré par exp(S). Considérons :
U:={XegG/exp(tX) e K, Vt € R}

Nous avons les inclusions S C U C V :=vect(U) C G.
Affirmation : Va € K, VX € U , ad,(X) € U. La raison est que nous avons :

exp(tad, (X)) = exp(ad,(tX)) = aexp(tX)a™' .
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Donc (par linéarité) ad,(V') C V pour tout a € K ; et parsuite ade,pex)(Y) € V pour
tous X € U et Y € V. Il en découle que [U,V] C V, et par linéarité : [V,V] C V.
Ainsi V' est une sous-algebre de Lie de G, et contenant S, donc : V = Alg(S) = G.

Nous venons donc d’établir que G = vect(U) , il existe alors une base 3 := { X1, ..., X}
de G telle que X, ..., X, € U, c-a-d exp(tX;) € K pour tout ¢ € R. L’image de 'appli-
cation (i, ..., t,) — e!'X1._ef%r est alors contnue dans K ; et puisque cette application
est un difféomorphisme local d'un voisinage de zéro dans R” sur un voisinage 6 de e
dans GG, nous aurons 6 C K ; ainsi K = G puisque 6 engendre G. O

¢

En résumé : T(G) C H. Autrement dit, pour tout X € G et V& € R, on a ¢;* € H.
Il en découle : G = S. R
D’autre part, pour tous X € G et g € H, on peut considérer le champ de vecteurs X

donné par son flot (global) :

o =gt opfog
Le que ces difféomorphismes sont dans H, nous permet d’en déduire que X € § C G,
et parsuite

*
¢y €T(9)
Et puisque les ;¥ engendre T(G), nous aurons :

VgeH, g 'oT(G)ogCT(G)

c-a-d T'(G) est un sous-groupe invariant dans H.

Nous sommes ainsi devant la situation suivante : « K := T(G) est un groupe de Lie
connexe, » K est un sous-groupe distingué dans H , et . pour tout g € H 'automor-
phisme A, : 2 — g '.z.g de K est différentiable (la raison est qu’il envoie un groupe

A un sous-parameétre ”ezp(tX)” sur un sous-groupe & un paramétre "exp(tX)”). Ses
conditions nous permettent de munir H d’une structure de groupe de Lie de fagon
que K soit la composante connexe de I’élément unité de H (a faire a titre d’exercice).
Ceci acheve la démonstration du théoreme. W 0

7. LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS CLASSIQUES ( Iso,(M), Affv(M) ...).

Le but de ce paragraphe est d’appliquer le théoreme 2. pour montrer que certains
groupes de transformations sont des groupes de Lie.

*

Définition 1. Soit (M,V) une variété munie d’une connection.

e une transformation ¢ € Dif f(M) sera dite affine si elle preserve la connection V
(c-a-d p(Vy Z) = VypZ). Uensemble des transfomations affines est un groupe qu’on
notera Dif fg(M) ou Af f(M,V).
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e un champ de vecteurs X € x(M) sera dit affine si son flot ¢ est constitué de
transformations affines; ce qui équivaut a :

[X7 VYZ] = VY[X, Z] + V[)Qy]Z VX,Y, Z € X(M)

so1t encore
LxoVy —VyoLx=Vxy VX,Y € X(M)
ou ausst
Vad(X)y = [adX, VY] VX,Y € X(M) .

L’ensemble des champs de vecteurs affines sera noté Gy (M).

Il est alors facile de vérifier (a cause de l'identité de Jacobi) que Gy (M) est une
sous-algebre de Lie de x(M).

Théoréme 3. Soit M une variété connexe munie d’une connection V.
Alors : dim(Gy(M)) < n?+n.

On montre aussi (voir [KN]) que si dim(Gy(M)) = n? + n, alors la connection V
est plate (c-a-d sans courbure ni tortion).
La démonstration de (1) dans ce théoreme sera discuté dans la section suivante.
Comme conséquence de ce théoreme et en appliquant II, nous obtenons :

Thoéoreme IV.
Le groupe Dif fv(M) est un groupe de Lie de dimension inférieure ou égale & n? +n.
Si la connection est géodésiquemnt complete, I’algebre de Lie du groupe affine Di f fg (M)
s’identifie & Gy (M).

*

Définition 2. Soit (M, <,>) une variété munie d’une métrique Riemannienne.

e une transformation p € Diff(M) sera dite une isométrie si elle preserve la
métrique (c-a-d < @, Xz, Yy >=< X, Y, > Ve € M,\VX,,Y, € .M ).
L’ensemble des isométries est un groupe : Dif fo ~(M) ou Iso(M,<,>).

e Un champ de vecteurs X € x(M) sera dit de Killing si son flot pX est constitué
d’isométries locales ; ce qui équivaut a :

X. <Y, Z>=<[X)Y],Z>+<Y,[X,Z] > .
L’ensemble des champs de Killing G- ~ (M) encore

L’ensemble des champs de Killing noté G - (M) (ou encore Kill. ~(M)) est une
sous-algebre de Lie de x(M).

Théoreme 4. Soit M une variété connexe munie d’une métrique Riemannienne
<, >.

Alors :

dim(G<»(M)) < %n(n +1).
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On montre (voir [KN]) que si dim(G<~(M)) = sn(n + 1), alors M est localement

isométrique a I'un des espaces : R™, S", RP", ou H".

Remarque 1. St VY désigne la connection de Levi-Civita associée a une métrique
g, alors toute transformation p preservant la métrique g preserve automatiquement
la connection V9 (a vérifier a titre d’exercice), et nous avons l'inclusion

Gg(M) C Gya(M) .

Si (M, g) est une variété Riemannienne compacte, alors on a légalité : Gy(M) =
Gve(M) c-a-d tout champ de vecteurs affine est de Killing, c’est un résultat de K.
Yano [Yal] (voir [Ze]).

Corollaire 1. 1) Le groupe Iso(M, <, >) est un groupe de Lie de dimension inférieure

ou égale d in(n+1).
2) Si la métrique est compleéte, alors lalgébre de Lie de Iso(M,<,>) s’identifie a

Ge>(M).

8. DES NOTES SUR LA VARIETE DES REPERES.

Soit M une variété différentiable. Le fibré des reperes P := L(M)->M est un fibré
principal de groupe structural G := GL(n,R), ou n = dim(M).

8.1. La 1-forme canonique 6 € Q'(L(M);R™). 1l existe sur P une 1-forme cano-
nique 6 € Q'(P;R™) & valeurs dans l'espace vectoriel R™ :

0(Y) =27 (m(Y2))

onY, € T,(P) et R*% T, M.

C’est une 1-forme semi-basique (6(Y) = 0 pour Y champ vecrtical ) et G-équivariante
(0(Z.g) = g~'.0(Z) pour tout g € G et Z € T,(P) ).

Nous avons une suite exacte courte de G-fibrés :

0=V —=TPLPxR"—0

ou V := ker(dm) — P est le fibré vertical, et P x R" — P le fibré trivial (celui-ci
s'dentifie au fibré ”Pull-back” du fibré tangent TM — M par I'application P5M,
la raison est l'existence de I’homomorphisme canonique P x R"™ — T'M donné par

(z,v) — z(v)).

e Tout difféomorphisme f € Dif f(M) permet d’induire de maniere naturelle un au-
tomorphisme f du fibré L(M) — M, celui-ci preserve la forme 0 (c-a-d f € Dif f(P),
mof=fomet fX(#) =0). Il est facile d’établir (exercice) que :

Dif f(M) = Auty(L(M)) .



18 A. ABOUQATEB

e Tout champ de vecteurs X € x(M) se releve de maniere naturelle (i.e. sans
connection!) en un champ de vecteurs X € x(L(M)) (de fagon que 7.(X.) = Xx()
pour tout z € P). Le champ X est G-invariant et preserve la forme 6 (c-a-d Lx6 = 0).

L’espace des champs de vecteurs X € x(L(M)) qui sont G-invariants et preservant
la forme 6, est une algebre de Lie qu’on note x§'(L(M)). A titre d’exercice :

X(M) = x§ (L(M)) .

8.2. Finitude de la dimension de Gy (M). Soit V une connection sur M. Celle-
ci peut s’interprétée comme un scindement G-équivariant de la suite exacte courte
ci-dessus (la raison est que la 1-forme de connection w¥ € Q(P;Gl(n,R)) associée a
V peut étre vue comme un projecteur G-équivariant du fibré tangent TP sur le fibré
vertical V). D’ou l'existence d’un homomorphisme de fibrés :

TPEP x R
de facon que : 6 o B = Identité et B(z.g, g 'v) = B(z,v).g.
A tout vecteur v € R™ on associe le champ de vecteurs horizontal B € x(P) donné
par : BY = B(z,v), de fagon que
. (BY) = z(v) Vz € P.
Les champs de vecteurs (By.g. seront appelés les champs de vecteurs horizontaux
standards.

Lemme 8. Soit (M,V) une variété connexe munie d’une connection, et soit X €
X(M).
(i) Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
e X € gv(M)
e [X,B"] =0, pour tout v € R™.
(i1) Soit z € P un point arbitraire. L’ application évaluation :
X € Gy(M) — X, € T,P
est injective.

Démonstration. (i) Il est d’abord facile de voir que X € Gg(M) si et seulement si
L va, ot w¥ désigne la 1-forme de connection associée. Donc, pour tout X € Gy (M)
on a:

0= (Lew")(B") = X(w¥(B")) —w"([X,B"]) = ~w"([X, B"])
D’un autre coté, puisque le champ X preserve ¢, un calcul anologue a ce qu’on vient
de faire et en utilisant le fait que 0 = X (6(B")) , nous permet d’en déduire aussi
que : 0([X, B"]) = 0. Réciproquement, si [X, B*] = 0, alors le flot ¢ preserve la
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distribution horizontale H := ker(w"), nous en déduisons alors que ¢ preserve la
connection, d’ou X € Gy (M).

(ii) Si X. = 0, alors ng — 0 pour tout g € G & cause de la G-invariance de X.
Considérons ensuite ’ensemble F' des points x € M tels que X, = 0; c¢’est un fermé
non vide de M. Puisque M est connexe, il suffit d’établir que des que X, alors X
S annule localement autour de x. Or X commute avec les champs B", donc les flots
©B" laisseront invariant le champ X ; ainsi pour tout v € R” on a : X o8 (z) = 0, (2

étant un point de la fibre 771(x)).

Il est par ailleurs facile de voir que les points de la forme 7w(pf™" o ... 0 2™ (2))
recouvrent un voisinage de x (ou (¢4, ...,t,) varient dans petit voisinage de 0 de R™).
Ceci permet d’achever la preuve de (ii). O

8.3. Connections complétes. Le but de cette section est de montrer que si V est
une connection complete sur M, alors tout champ de vecteurs affine est complet.
Soit M une variété munie d’une connection V.

e La connection sera dite compléte si pour tout v € R™ le champ de vecteurs horizontal
B est complet (de fagon que I'expression ©P(z) a bien un sens vVt € R Vv € R" et
Vz € L(M)). Désormais V sera supposée complete.

e Soit x € M et X, € T,M. Pour tout z € 7 '(x) on peut associer le vecteur
v:=z"1X,) € R"; nous pouvons alors considérer la courbe :

Yo : Ri=me M,

donnée par v, (t) = m(pP" (2)); il est facile de vérifier que cette courbe est bien définie
(c-a-d ne dépend pas du choix de z) et qu’elle est différentiable.
e La courbe 7, sera appelée la géodésique associée aux conditions initiales (z, X,); le

vecteur vitesse en 0 est en effet égale & : 7, (0) = X,.
e Pour tout x € M, on définit 'application exponentielle :

expy : TyM — M |
en posant :

-1
expe(Xy) = 7a(1) = 7(p?” T (2).
Il est facile de vérifier que la dfférentielle en 0, de exp, n’est autre que l'identité
((dexpy)o,(Xz) = X;); il en découle par application du théoreme d’inversion locale,
que l'application exp, est un difféomorphisme local d’un voisinage de 0, dans T, M
sur un voisinage U, de x dans M. Un tel ouvert U, sera appelé un voisinage normal
de x, le couple (U,, exp,!) est une carte loale en z dont les coordonnées associées sont
dites les coordonnées normales en x). Nous aurons besoin de ces coordonnées dans la
démonstration du théoreme ci-dessous. Auparavant, nous aurons besoin d’un lemme
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fort utile :

Lemme 9. Soit X € x(M), et soit (p;X); son flot.
S’il existe € > 0 telle que ;¥ (x) soit défini pour tout x € M et pour tout t €] — €, €[ ,
alors le champ X est complet (c-a-d i (x) est définie pour tout & € M et toutt € R).

Démonstration du lemme.
Pour tout ¢ € R, il existe un unique entier m € Z tel que : t = m$ + s avec s € [0, §[.
On pose :

m
peo..opcops(r) m>0
ce(t) := _
—N—
=) CERCINICEN ops(x) m <0
s(x) m=0

On vérifie ensuite sans probleme que pour tout z € M, la courbe ¢, : t — c,(t) est
différentiable sur R et que c’est une trajectoire du champ de vecteursX.

Ceci acheve la preuve du lemme.[]

Exercice. Si X € y(M) est a support compact, alors X est complet.

Théoreme 5. Soit V une connection compléte.
Alors, tout champ de vecteurs affine est complet.

Démonstration. On peut supposer que M est connexe (il suffit en effet le cas écheant
de raisonner sur les composantes connexes de M).
Soit X € Gy (M). Soit 2y € M un point arbitraire, et soit pf : U — P, t €] — ¢, €|
le groupe a un parametre local associé au champ X (le relevement naturel de X a la
variété des reperes P := L(M)). Nous allons montrer (a cause du lemme ci-dessus)
que pour tout 2 € M, la courbe ¢ — ¢ (2) est bien définie sur | —¢, €[ ; ce qui équivaut
a 'existence d’une trajectoire définie sur R et passant a ¢ = 0 par le point x.
les deux points z = 7(z) et xy = m(z) peuvent étre reliés par une succession de
gédésiques (c’est la connexité de M et I'existence de coordonnées normales qui per-
mettent cette affirmation). Cela signifie 'existence de tq,...,tx € R et vq,...,v € R"
tels que :

z=m(p]" o..0op) " (2)) .
Nous considérons alors la courbe 3 :] — €,¢e[— M, donnée par : 3(t) = w(pf" o
.0 gpivk(tpf 2p)). La courbe  anisi obtenue est une courbe intégrale du champ de
vecteurs X (la raison est que les flots " laissent invariant le champ X , il en découle

en effet que : 5(t) = 7. (X@Flmomwivk (%ezo)) = Xp@)). Ceci acheve la démonstration

du théoréme. |
[ |
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9. COMMENTAIRES.

e Les groupes de Lie G opérant effectivement et différentiablement sur une variété
différentiable M souvent appelés des groupes de transformations de Lie. Durant cet
exposé, et en appliquant le théoreme d’intégrabilité de Lie-Palais, nous avons montré
le théoreme de S. Kobayashi; ce dernier nous a servi de critére pour munir un sous-
groupe G C Dif f(M) d’une structure de transformations de Lie.

Il est important de signaler a ce sujet qu'une autre procédure serait d’utiliser le
résultat intéressant de Montgomery-Zippin-Bochner [MZ](p.208 et p.212) :
Théoreme : 7 Soit G un groupe topologique localement compact, opérant effective-
ment sur une variété différentiable M, par desdifféomorphismes de classe C. Alors
G est un groupe de Lie opérant différentiablement sur M. ”

C’est cette approche qui est utilisée dans [KN] pour montrer que les groupes so(M, g)
et Af fg(M) sont des groupes de Lie (en montrant que le groupe Iso(M,g) muni
de la topologie compacte-ouverte est localement compact et que c’est un férmé de
Homeo(M)).

Dans [Fu] Pauteur utilise les deux théorémes en question pour étudier le groupe
G(P) :=groupe des difféomorphismes commutant avec P, ou P : C®(M) — C*(M)
désigne un opérateur différentiel elliptique sur M compacte; le résultat principal de
ce papier est que : 7 Le groupe G(P) muni de la topologie compacte-ouverte est un
groupe de Lie compact. ”

Si M est une variété compacte et que g est une métrique Riemannienne sur M,
alors Iso(M,g) est un groupe compact. Cette compacité n’est pas du tout liée a la
compacité de M ! mais plutot c¢’est une conséquence directe du théoreme d’Ascoli
([2Q]) et du fait que c’est un fermé dans Homeo(M) muni de la distance d(f, h) :=
supzermdpr(f(x), h(x)) (ou : dys désigne la distance induite de la métrique g, en pre-
nant la longueur minimale de courbes joinant deux points sur M. L’équicontinuité
de la famille (¢),crso(rr,g), €st une conséquence directe de la définition puisque tout
¢ € Iso(M, g) preserve automatiquement la distance dyy).

Le groupe affine (ainsi d’ailleurs que le groupe Iso(M, g avec g pseudo-Riemannienne)
d’une variété compacte, n’a aucune raison d’étre compact (voir a ce sujet [Zel|[Ze2][Ze3]).
e Pour toute métrique Riemannienne g sur M, l'action du groupe de Lie G :=
Iso(M, g) sur M est une action propre (c’est a dire que l'application (a,z) € G x M +—
(a.z,x)M x M est une application propre i.e. 'image d’un compact est un compact),
en particulier les groupes d’isotropies GG, sont compacts. Les variétés Riemanniennes
M pour lesquelles I'action de Iso(M, g) sur M est transitive sont donc nécessairement
des espaces homogenes G/K (avec K C G un sous-groupe compact de G).

Signalons tout de méme (a titre d’information) que pour toute variété connexe, le
groupe Dif f(M) opere transitivement sur M (cela signifie que pour tout (z,y) €
M x M, il existe ¥ € Dif f(M) tel que y = ¢(z)).
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e Durant cet exposé, nous n’avons pas abordé I'aspect qualitative pour les G-actions.
I1 faut noter que supporter une action (de groupe ou d’algebre de Lie) avec des res-
trictions sur la nature de cette action, pourrait avoir des obstructions (topologiques
ou autres). On sait par exemple que la spheére S? ne supporte pas d’action réguliere
de R (& cause de la classe d’Euler) ; et qu’il est impossible de définir une action locale-
ment libre du groupe Abelien R? sur la sphere S® (c’est le théoréme de Lima [L][CN]).
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