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Introduction

La géométrie des fibrés principaux, objet de ce mini-cours, est
d’'une grande importance mathématique (en géométrie
différentielle et topologie algébrique) et physique (théories de
la relativité, de Yang-Mills et de Gauge).



Introduction

La géométrie des fibrés principaux, objet de ce mini-cours, est
d’'une grande importance mathématique (en géométrie
différentielle et topologie algébrique) et physique (théories de
la relativité, de Yang-Mills et de Gauge). Selon la formulation
du probleme étudié, on peut utiliser des outils propres aux
fibrés vectoriels ou propres aux fibrés principaux, il est tout de
méme intéressant de savoir qu'il y a souvent une
correspondance biunivoque entre les deux approches.



Objectif

Je me suis proposé dans ce mini-cours de se limiter a certains
aspects géométriques des fibrés principaux (Fibrés associés,
champs de vecteurs, formes différentielles, connections. .. )
avec comme exemple principal de motivation le cas du fibré
G — G/H.
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Objectif

Je me suis proposé dans ce mini-cours de se limiter a certains
aspects géométriques des fibrés principaux (Fibrés associés,
champs de vecteurs, formes différentielles, connections. .. )
avec comme exemple principal de motivation le cas du fibré

G — G/H. Le fibré tangent d'une variété différentiable M
peut toujours étre interprété comme fibré associé au fibré des
reperes. Pour un espace homogene par exemple G/H on peut
aussi considérer le H-fibré principal G — G/H pour classifier
les G-fibrés vectoriels de base G/H (le fibré tangent T(G/H)
et le fibré produit extérieur \ T*(G/H) en sont des exemples).



Plan adopté

@ Généralités sur les groupes de Lie,
@ Actions différentiables de groupes de Lie,
@ Fibrés localements triviaux,

@ Fibré tangent d'un espace homogene et probléeme
d'existence de métriques riemanniennes invariantes,

@ Actions prores et fibrés,
@ Formes différentielles invariantes et cohomologie,
@ Connections sur un fibré principal,

@ Fibré universel et espaces classifiants (par Mehdi Nabil)



Groupes de Lie

Définition
Un groupe de Lie est un groupe G muni d’une structure de
variété différentiable telle que les applications :
Q@ Multiplication : G x G -5 G, (g1, &) = g182,
Q Inversion: G - G, v(g)=g",
soient de classes C™°.



Groupes de Lie

Définition
Un groupe de Lie est un groupe G muni d’une structure de
variété différentiable telle que les applications :
Q@ Multiplication : G x G -5 G, (g1, &) = g182,
Q Inversion: G - G, v(g)=g",
soient de classes C*°.

Exemple

(Groupes linéaires) Par exemple : O(n), SL(n,IR), U(n) - - -
Si G est un sous-groupe fermé d'un GL(n,K), alors G est un
groupe de Lie (Théoréeme de Cartan-Von Newmann) : On
définit : G = {A € M(n,IK)/ exp(tA) C G, Vt € R},

et on montre que exp : G — G est un difféomorphisme local

d’un voisinage ouvert de 0 dans G sur un voisinage ouvert de

I, dans G.
0]



Théoréme
Soit G C Diff(M) un sous-groupe. On pose :

S := {X champ de vecteur complet [} € G, Vt € R}

Si I'algébre de Lie engendré par S est de dimension finie, alors
G est un groupe de Lie d'algébre de Lie S.
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Théoréme
Soit G C Diff(M) un sous-groupe. On pose :

S := {X champ de vecteur complet [} € G, Vt € R}

Si I'algébre de Lie engendré par S est de dimension finie, alors
G est un groupe de Lie d'algébre de Lie S.

Théoreme

Un groupe topologique localement euclidien est un groupe de
Lie.

11



Théoreme
Soit G C Diff(M) un sous-groupe. On pose :

S := {X champ de vecteur complet /o¥ € G, Vt € IR}

Si I'algébre de Lie engendré par S est de dimension finie, alors
G est un groupe de Lie d'algébre de Lie S.

Théoreme

Un groupe topologique localement euclidien est un groupe de
Lie.

Théoreme

Tout sous-goupe connexe par arcs d'un groupe de Lie est un
groupe de Lie.
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Sous-goupes de Lie

Définition

Soit G un groupe de Lie. Un sous-groupe de Lie H de G est
un sous-groupe munie d’'une topologie et d’une structure
différentiable qui en font un groupe de Lie et tel que I'injection
canonique 1 : H — G soit une immersion.

Proposition

Soient G un groupe de Lie, et H C G un sous-groupe qui est
aussi une sous-variété plongée de G. Alors H est un
sous-groupe de Lie fermé de G.
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Exemple : Tore T?

Selon usage, le tore T? peut &tre vu comme étant S x St ou
le quotient R?/Z2,
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Exemple : Tore T?

Selon usage, le tore T? peut &tre vu comme étant S x St ou
le quotient R?/Z?, il s'identifie aussi a la surface ¥ de
révolution dans R3 engendrée par la rotation autour de I'axe
vertical (ox3) d'un cercle méridien.
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Exemple : Tore T?

Selon usage, le tore T? peut &tre vu comme étant S x St ou
le quotient R?/Z?, il s'identifie aussi a la surface ¥ de
révolution dans R3 engendrée par la rotation autour de I'axe
vertical (ox3) d'un cercle méridien. De maniere plus précise, le
difféomorphisme entre R?/7Z? et &
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Exemple : Tore T?

Selon usage, le tore T? peut &tre vu comme étant S x St ou
le quotient R?/Z?, il s'identifie aussi a la surface ¥ de
révolution dans R3 engendrée par la rotation autour de I'axe
vertical (ox3) d'un cercle méridien. De maniere plus précise, le
difféomorphisme entre R?/Z? et & est donné par :

o(t,s) = (x(t,s), x2(t, s), x3(t,s))

avec

x1(t,s) = (R + rcos(2ms))cos(2mt)
x2(t,s) = (R + rcos(2ms))sin(27t)
x3(t,s) = rsin(2ms)
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Densité du flot a pente irrationnel sur le

tore

Exercice

La topologie usuelle de T? = S* x S* C € x C peut étre
définie par la distance d donnée par :

d(z1,2), (21, 2)) =max(| 2 =z |.| 2= 2 |).

Soit av un nombre irrationnel et D, le sous-groupe des
(e, et) pour t € R. Soit M = (e, e¥) un point de
St x St
Q Montrer que pour tout € > 0, il existe m € 7 tel que :
d(M, (ei(x—+-271-m)7 eia(x+27rm))) < e
Q En déduire que D,, est dense dans S x S*.
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Ona M = (e, e”), donc

d(M, (ei(x—|—27rm)7 eia(x+27rm))) :| eiax(eia27rmx_eit) | avec t = y—ax
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Ona M = (e, e"), donc
d(/\/’, (ei(x+27rm)7 eia(x+27rm))) :| eiax(eia27rmx_eit) | avec t = y—ax
D'ou :

d(M, (ei(X+27rm), eioz(X+27rm))) :| eia27rmx . eit
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Ona M = (e, e”), donc
d(M, (10H27m)_gialet2mm))) | giox(gia2mmx _git) | avec t — y—ax
D'ou :

d(M, (/0+2mm) gialxt2m)y) | gio2mmx _ it |

Le résultat découle alors du fait que I'ensemble
H := {e’®®™™ | m € Z} est un sous-groupe dense de S.
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Ona M = (e, e”), donc
d(M, (10H27m)_gialet2mm))) | giox(gia2mmx _git) | avec t — y—ax
D'ou :

d(M, (/0+2mm) gialxt2m)y) | gio2mmx _ it |

Le résultat découle alors du fait que I'ensemble
H := {e’®®™™ | m € Z} est un sous-groupe dense de S.
Pour cela, on considére I'application p : IR — S, t s 2™t
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Ona M = (e, e”), donc
d(M, (10H27m)_gialet2mm))) | giox(gia2mmx _git) | avec t — y—ax
D'ou :

d(M, (/0+2mm) gialxt2m)y) | gio2mmx _ it |

Le résultat découle alors du fait que I'ensemble

H := {e’®®™™ | m € Z} est un sous-groupe dense de S.
Pour cela, on consideére I'application p : IR — S, t — &7t
En effet, H = p(aZ) = p(aZ + Z) et oZ + Z est dense dans
IR (puisque c'est un sous-groupe qui n'est pas de la forme
aZ). Et puisque p est continue et surjective, on obtient :
S'=p(R) = p(aZ +Z) = p(aZ + Z) = H.
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Groupe localement compact

Exercice

Soit G un groupe de Lie et H un sous-groupe de G. On dira
que H est localement compact s'il existe O un ouvert de G et
K un compact tel que

ecONHCKCH

Montrer que H est localement compact si et seulement si H
est fermé dans G.
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G est un groupe de Lie donc localement compact et séparé.
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G est un groupe de Lie donc localement compact et séparé.
Supposons que H est un fermé de G et soit e € O C C avec
O un ouvert de G et C un compact,
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G est un groupe de Lie donc localement compact et séparé.
Supposons que H est un fermé de G et soit e € O C C avec
O un ouvert de G et C un compact, alors

ec ONHCCNHCHet K:=CnNH est un compact.
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G est un groupe de Lie donc localement compact et séparé.
Supposons que H est un fermé de G et soit e € O C C avec

O un ouvert de G et C un compact, alors
ec ONHCCNHCHet K:=CnNH est un compact.
Ainsi H est localement compact.
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G est un groupe de Lie donc localement compact et séparé.
Supposons que H est un fermé de G et soit e € O C C avec
O un ouvert de G et C un compact, alors

ec ONHCCNHCHet K:=CnNH est un compact.
Ainsi H est localement compact. Réciproquement, soit O un
ouvert de G et K un compact tel quee € ONH C K C H.
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G est un groupe de Lie donc localement compact et séparé.
Supposons que H est un fermé de G et soit e € O C C avec
O un ouvert de G et C un compact, alors

ec ONHCCNHCHet K:=CnNH est un compact.
Ainsi H est localement compact. Réciproquement, soit O un
ouvert de G et K un compact tel quee € ONH C K C H.
En prenant I'adhérence dans G, on obtient ONH C K C H.
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G est un groupe de Lie donc localement compact et séparé.
Supposons que H est un fermé de G et soit e € O C C avec
O un ouvert de G et C un compact, alors

ec ONHCCNHCHet K:=CnNH est un compact.
Ainsi H est localement compact. Réciproquement, soit O un
ouvert de G et K un compact tel quee € ONH C K C H.
En prenant I'adhérence dans G, on obtient ONH C K C H.
et puisque O est un ouvert, ona: ONH C O N H. On a ainsi

ONHCH. (0.1)
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G est un groupe de Lie donc localement compact et séparé.
Supposons que H est un fermé de G et soit e € O C C avec
O un ouvert de G et C un compact, alors

ec ONHCCNHCHet K:=CnNH est un compact.
Ainsi H est localement compact. Réciproquement, soit O un
ouvert de G et K un compact tel quee € ONH C K C H.
En prenant I'adhérence dans G, on obtient ONH C K C H.
et puisque O est un ouvert, ona: ONH C O N H. On a ainsi

ONHCH. (0.1)
Soit maintenant x € H. Donc xO N H # (.
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G est un groupe de Lie donc localement compact et séparé.
Supposons que H est un fermé de G et soit e € O C C avec
O un ouvert de G et C un compact, alors

ec ONHCCNHCHet K:=CnNH est un compact.
Ainsi H est localement compact. Réciproquement, soit O un
ouvert de G et K un compact tel quee € ONH C K C H.
En prenant I'adhérence dans G, on obtient ONH C K C H.
et puisque O est un ouvert, ona: ONH C O N H. On a ainsi

ONHCH. (0.1)

Soit maintenant x € H. Donc xO N H # . Soit alors u € O
tel que xu € H. On a donc

vex*Hc HHCH
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G est un groupe de Lie donc localement compact et séparé.
Supposons que H est un fermé de G et soit e € O C C avec
O un ouvert de G et C un compact, alors

ec ONHCCNHCHet K:=CnNH est un compact.
Ainsi H est localement compact. Réciproquement, soit O un
ouvert de G et K un compact tel quee € ONH C K C H.
En prenant I'adhérence dans G, on obtient ONH C K C H.
et puisque O est un ouvert, ona: ONH C O N H. On a ainsi

ONHCH. (0.1)

Soit maintenant x € H. Donc xO N H # . Soit alors u € O
tel que xu € H. On a donc

vex*Hc HHCH
Dot ue ONH.
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G est un groupe de Lie donc localement compact et séparé.
Supposons que H est un fermé de G et soit e € O C C avec
O un ouvert de G et C un compact, alors

ec ONHCCNHCHet K:=CnNH est un compact.
Ainsi H est localement compact. Réciproquement, soit O un
ouvert de G et K un compact tel quee€c ONH C K C H.
En prenant I'adhérence dans G, on obtient ONH C K C H.
et puisque O est un ouvert, ona: ONH C O N H. On a ainsi

ONHCH. (0.1)

Soit maintenant x € H. Donc xO N H # . Soit alors u € O
tel que xu € H. On a donc
uex'HCHHCH
Dot u € ON H. Et d'apres 0.1, on aura u € H, et parsuite
x € H (car xu € H).
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Algebre de Lie d’un groupe de Lie

Définition
Soit X € x(G). On dira que X est invariant a gauche si

J 8 o
X ~ X pour tout g € G. C'est a dire que pour tout x € G et

pour tout g € G :
Xox = Tulg(Xy).

L’ensemble des champs de vecteurs invariants a gauches sur G
est noté x'(G), c'est une sous algébre de Lie de I'algébre de
Lie des champs de vecteurs x(G).

Proposition

L'application ¢ : X'(G) — T.G donnée par X — X, est un
isomorphisme d’espaces vectoriels.
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Foncteur de Lie

Définition
On appelle algébre de Lie du groupe de Lie G, I'algébre de Lie
réelle notée Lie(G) := (T.G,[, ]).

Proposition

Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes de Lie et notons
Lie(p) := Tep. Alors Lie(p) : Lie(G) — Lie(H) est un
morphisme d’algébres de Lie.

28



Soit X € x/(G). Considérons le systeme différentiel ordinaire
sur le groupe de Lie G :

V() = Xy
0.2
{ 0) = e (02)
Proposition

Corollaire

20



La fonction exponentielle exp : Lie(G) — G

Définition

Soit v € Lie(G). Notons 7y, : IR — G la courbe intégrale de
v! qui vérifie v,(0) = e. On pose exp(v) = 7,(1). Ceci définit
une application exp : Lie(G) — G qu’'on appelle fonction
exponentielle du groupe de Lie G.
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Cas de G = (R", +)

Exemple

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. G = (V,+),
alors Lie(G) = V. Pour tout x € V, la translation gauche I,
est donnée par I, (y) = x +y.
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Cas de G = (R", +

Exemple

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. G = (V,+),
alors Lie(G) = V. Pour tout x € V, la translation gauche I,
est donnée par I,(y) = x + y. Donc

d d
T,(h)(u) = o L(y + tu) = T X +y+tu=u.
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Cas de G = (R", +

Exemple

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. G = (V,+),
alors Lie(G) = V. Pour tout x € V, la translation gauche I,
est donnée par I,(y) = x + y. Donc

d d
T,(h)(u) = o L(y + tu) = T X +y+tu=u.

En d’autre termes T,(I,) = Idy et v/(x) = To(L)(v) = v.
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Cas de G = (R", +

Exemple

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. G = (V,+),
alors Lie(G) = V. Pour tout x € V/, la translation gauche I,
est donnée par I, (y) = x +y. Donc

d d
T,(h)(u) = o L(y + tu) = T X +y+tu=u.

En d’autre termes T,(l,) = Idy et v/(x) = To(l)(v) = v. On
conclut alors que les champs de vecteurs invariants a gauche
sur V' sont les champs de vecteurs constants.
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Cas de G = (R", +

Exemple

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. G = (V,+),
alors Lie(G) = V. Pour tout x € V/, la translation gauche I,
est donnée par I, (y) = x +y. Donc

d d
T,(h)(u) = o L(y + tu) = T X +y+tu=u.

En d’autre termes T,(l,) = Idy et v/(x) = To(l)(v) = v. On
conclut alors que les champs de vecteurs invariants a gauche
sur V' sont les champs de vecteurs constants. Ensuite, pour le
calcul de la fonction exponentielle; la solution maximale
WwilR— G de:~,(t)=v, ~(0)=0,
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Cas de G = (R", +

Exemple

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. G = (V,+),
alors Lie(G) = V. Pour tout x € V/, la translation gauche I,
est donnée par I, (y) = x +y. Donc

d d
T,(h)(u) = o L(y + tu) = T X +y+tu=u.

En d’autre termes T,(l,) = Idy et v/(x) = To(l)(v) = v. On
conclut alors que les champs de vecteurs invariants a gauche
sur V' sont les champs de vecteurs constants. Ensuite, pour le
calcul de la fonction exponentielle; la solution maximale
WwilR— G de:~,(t)=v, ~(0)=0, esty,(t)=tv

16



Cas de G = (R", +

Exemple

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. G = (V,+),
alors Lie(G) = V. Pour tout x € V/, la translation gauche I,
est donnée par I, (y) = x +y. Donc

d d
T,(h)(u) = o L(y + tu) = T X +y+tu=u.

En d’autre termes T,(l,) = Idy et v/(x) = To(l)(v) = v. On
conclut alors que les champs de vecteurs invariants a gauche
sur V' sont les champs de vecteurs constants. Ensuite, pour le
calcul de la fonction exponentielle; la solution maximale
WwiR— G de:v,(t)=v, (0)=0, esty,(t)=
Ainsi expy(v) = 7,(1) = v. En résumé, exp,, = Idy .
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Cas de G = GL(n,IR)

Exemple

Si G = GL(n,IR), les définitions de I'application exponentielle
de G, au sens matricielles et au sens des groupes de Lie,
coincident :
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Cas de G = GL(n,IR)

Exemple

Si G = GL(n,IR), les définitions de I'application exponentielle
de G, au sens matricielles et au sens des groupes de Lie,
coincident : Pour A, B € GL(n,IR), on a Ix(B) = AB et pour
tout H € M(n,IR),

d d
To(la)(H) = ;. _ Ja(B+tH) = oo A(B -+ tH) = AH.

40



Cas de G = GL(n,IR)

Exemple

Si G = GL(n,IR), les définitions de I'application exponentielle
de G, au sens matricielles et au sens des groupes de Lie,
coincident : Pour A, B € GL(n,IR), on a Ix(B) = AB et pour
tout H € M(n,IR),

d d
To(la)(H) = ;. _ Ja(B+tH) = oo A(B -+ tH) = AH.

Il en résulte quer pour tout A € gl(n,IR) on a
Al(B) = T,,(Is)(A) = BA.
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Cas de G = GL(n,IR)

Exemple

Si G = GL(n,IR), les définitions de I'application exponentielle
de G, au sens matricielles et au sens des groupes de Lie,
coincident : Pour A, B € GL(n,IR), on a Ix(B) = AB et pour
tout H € M(n,IR),

d

d
To(la)(H) = ;. _ Ja(B+tH) = oo A(B -+ tH) = AH.

Il en résulte quer pour tout A € gl(n,IR) on a

Al(B) = T, (Ig)(A) = BA. Ensuite, la courbe

Ya: R — GL(n,R), ~a(t)=e" =32, 5t-A  est la
solution maximale de : +'(t) = v(t)A, ~(0) = I,.
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Cas de G = GL(n,IR)

Exemple

Si G = GL(n,IR), les définitions de I'application exponentielle
de G, au sens matricielles et au sens des groupes de Lie,
coincident : Pour A, B € GL(n,IR), on a Ix(B) = AB et pour
tout H € M(n,IR),

d

d
To(la)(H) = ;. _ Ja(B+tH) = oo A(B -+ tH) = AH.

Il en résulte quer pour tout A € gl(n,IR) on a

Al(B) = T, (Ig)(A) = BA. Ensuite, la courbe

Ya: R — GL(n,R), ~a(t)=e" =32, 5t-A  est la
solution maximale de : +'(t) = v(t)A, ~(0) = I,. Ainsi
exp(A) = 7a(1) = €.
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Propriétés de la fonction exp

Proposition

Tout homomorphisme de groupes de Lie v : IR — G est de la
forme y(t) = exp(tv) avec v = +/(0).

Proposition
Siv,w € Lie(G) commutent, c'est a dire que [v,w] =0,
alors :

expg(v + w) = expg(v) expg(w).
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Proposition

La fonction exponentielle exp¢ : Lie(G) — G est de classe
C* et vérifie Toexpg = Idyic(c). Par conséquent, expg est un
difféomorphisme d’un voisinage de 0 de Lie(G) sur un
voisinage de e dans G.

Proposition

La composante connexe de I'élément neutre de G coincide
avec le sous-groupe de G engendré par exp(Lie( G)).

5Y)



Foncteur de Lie et fonction exponentielle

Proposition
Soit ¢ : G; —> Gy un morphisme de groupes de Lie.
Alors on a la relation

expg, oLie(p) = p o expg, .

En d’autres termes, le diagramme suivant est commutatif :

Lie
Lie(G) %) iei6)
eXpG1 l l eXpG2
G G

515



Théoreme des sous-groupes fermés

Soit G un groupe de Lie et H C G est un sous-groupe fermé.
On pose :

H ={v € Lie(G),expc(IRv) C H}.

Alors

@ 7 est une sous-algebre de Lie de Lie(G).

© Le groupe H possede une structure de sous-groupe de Lie
(pour la tolopogie iduite).

© L'inclusion canonique ty : H — G (morphisme de
groupes de Lie) induit Lie(cy) : Lie(H) — Lie(G) et
définit un isomorphisme de Lie(H) sur H.

@ Soit M C Lie(G) un supplémentaire de H. Alors il existe
un ouvert V) de M voisinage de 0 tel que |'application
©: Vi x H— expe(Vm)H, (v, h) — expg(v)h est un
difféomorphisme sur un ouvert de G.
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Démonstration (Esquisse)

Soit M C Lie(G) un supplémentaire de H
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Démonstration (Esquisse)

Soit M C Lie(G) un supplémentaire de H et considérons
I'application ¢ : M x H — G (v, w) — expg(v) expg(w).
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Démonstration (Esquisse)

Soit M C Lie(G) un supplémentaire de H et considérons
I'application ¢ : M x H — G (v, w) — expg(v) expg(w).
@ Etape 1 : On utilise le théoreme d'inversion locale, ensuite

un raisonnement par |'absurde nous permet d'établir
I'existence de Unq un voisinage ouvert de 0 dans M, un
ouvert Uy de H voisinage de 0 et un ouvert W C G
voisinage de e tel que I'application
Alupxuy : Um x Uy — W est un difféomorphisme et
expe(Uy) = o({0} x Uy) = WN H.
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Démonstration (Esquisse)

Soit M C Lie(G) un supplémentaire de H et considérons
I'application ¢ : M x H — G (v, w) — expg(v) expg(w).
@ Etape 1 : On utilise le théoreme d'inversion locale, ensuite
un raisonnement par |'absurde nous permet d'établir
I'existence de Unq un voisinage ouvert de 0 dans M, un
ouvert Uy de H voisinage de 0 et un ouvert W C G
voisinage de e tel que I'application
Alupxuy : Um x Uy — W est un difféomorphisme et
expe(Un) = ¢({0} x Uy) = WN H.
@ Etape 2 : Par continuité de |'application
(u,v) — expg(u)texpg(v) de M x M vers G, on peut
choisir V), un voisinage ouvert de 0 dans M tel que
Vi C Um et expg(Viu) texpe (Vi) C W.

60



Démonstration (Esquisse)

Soit M C Lie(G) un supplémentaire de H et considérons
I'application ¢ : M x H — G (v, w) — expg(v) expg(w).
@ Etape 1 : On utilise le théoreme d'inversion locale, ensuite
un raisonnement par |'absurde nous permet d'établir
I'existence de Unq un voisinage ouvert de 0 dans M, un
ouvert Uy de H voisinage de 0 et un ouvert W C G
voisinage de e tel que I'application
Olux Uy - Up X Uy — W est un difféomorphisme et
expg(Un) = ¢({0} x Uy) = WNH.
@ Etape 2 : Par continuité de |'application
(u,v) — expg(u)texpg(v) de M x M vers G, on peut
choisir V), un voisinage ouvert de 0 dans M tel que
Vi C Um et expg(Viu) texpe (Vi) C W.
@ Etape 3 : On montre que I'application
0 : Vi x H— expg(Vm)H, ¢(v, h) = expg(v)h, est
un difféomorphisme sur uglouvert de G.




Représentation d’un groupe de Lie

Définition

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. Une
représentation de G dans V est la donnée d’un
homomorphisme de groupes de Lie : p: G — GL(V).

La dérivée p/ : G — End(V) définie
'(h) == 4 (expg th)
P = dt\tzop Pc :

Ona: p([h K]) =[p'(h), P'(K)], Vh keG
Lemme

pour tout t € R et h € G, on a : p(exp¢ th) = exp(tp'(h)).
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La représentation adjointe Ad : G — GL(G)

Soit G un groupe de Lie et G = Lie(G). Pour tout g € G,
I'automorphisme intérieur 7, : G — G est défini par

Te(x) == gxg

c'est un automorphisme du groupe de Lie G. La dérivée
(14). : G — G est un isomorphisme d'algebres de Lie.
Définition

La représentation adjointe de G est la représentation de
Ad: G — GL(G) définie par : Ad(g) = Adg := (75)

/
e’

d _
Al = g, elew g '
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La représentation adjointe ad : G—End(G)

La dérivée Ad’ de cette représentation sera notée ad :
ad : G—End(G), adx := (Ad)(X).

i.e. pour tous X, Y € G,on a:

d
adx(Y) = d_t|t:0AdeX’”( ) (Y),
soit encore
d d
adx(Y) (t— — exp(tX)exp(sY)exp(—tX)).

ds|.—o
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Lemme

Soit X, Y deux champs de vecteurs invariants a gauche sur un
groupe de Lie G. Alors :

d d
[X,Y]e=— (t— — exp(tX)exp(sY)exp(—tX))
dt |- ds |,

Démonstration.

Nous allons partir du fait que le crochet de deux champs de
vecteurs sur une variété s'exprime a |'aide du flot :

[X, Y] = %hzo(t = Tox0®~(Yox(x))- Dans notre cas, le
flot de Xest ¥ : x — xexp(tX), ce qui permet d’obtenir :
[X, Y]e = %| (T Texp(-0x))( Telexp(ex) )(Ye). Ainsi

X, Y]e = & (Teropo)(Ye) =

4 (%‘Szoexp(tX)exp(sY)exp( tX)).

dt |¢—o
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Exemples d’application

Exercice

Soit G un groupe de Lie connexe d'algebre de Lie G et H un
sous-groupe de Lie connexe d'algébre de Lie H C G. Montrer
I'équivalence entre les deux assertions :

@ H est un sous-groupe distingué dans G.
@ H est un idéal de G.
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Solution : HaG = [H,G]C H

H est distingué dans G signifie que 7,(H) C H pour tout
g € G, ou T,(x) = gxg 1.
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Solution : HaG = [H,G]C H

H est distingué dans G signifie que 7,(H) C H pour tout
g€ G,ouTy(x)=gxg™'. Ona
Tg(exp(tY)) = exp(tAdg(Y)), donc :

Vge G, VY eH, Vte R, exp(tAd,(Y))eH
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Solution : HaG = [H,G]C H

H est distingué dans G signifie que 7,(H) C H pour tout
g€ G,ouTy(x)=gxg™'. Ona
Tg(exp(tY)) = exp(tAdg(Y)), donc :

Vge G, VY eH, Vte R, exp(tAd,(Y))eH
D'ou

Vge G, VY eH, Ad(Y)e™H (0.3)
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Solution : HaG = [H,G]C H

H est distingué dans G signifie que 7,(H) C H pour tout
g€ G,ouTy(x)=gxg™'. Ona
Tg(exp(tY)) = exp(tAdg(Y)), donc :
Vge G, VY eH, Vte R, exp(tAd,(Y))eH
D'ou
Vge G, VY eH, Ad(Y)e™H (0.3)

Et parsuite

VX eG, VY eH, VteR, Adepux)(Y)eH (0.4)
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Solution : HaG = [H,G]C H

H est distingué dans G signifie que 7,(H) C H pour tout
g€ G,ouTy(x)=gxg™'. Ona
Tg(exp(tY)) = exp(tAdg(Y)), donc :
Vge G, VY eH, Vte R, exp(tAd,(Y))eH
D'ou
Vge G, VY eH, Ad(Y)e™H (0.3)
Et parsuite

VX eG, VY eH, VteR, Adepux)(Y)eH (0.4)

Par dérivation en t = 0, on obtient que adx(Y') € H pour
tous X €Get Y eH.
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Solution : H< G = [H,G]C H

H est distingué dans G signifie que 7,(H) C H pour tout
g € G,olTg(x)=gxg™*. Ona
Tg(exp(tY)) = exp(tAdg(Y)), donc :
Vge G, VY eH, Vte R, exp(tAd,(Y))eH
D'ou
Vg€ G, VY €H, Adg(Y)eH (0.3)
Et parsuite

VX eG, VY eH, VteR, Adepux)(Y)eH (0.4)

Par dérivation en t = 0, on obtient que adx(Y') € H pour
tous X € Get Y € H. Ainsi H est un idéal de G.
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Solution : [H,G|CH = H<G

Réciproquement, supposons que H est un idéal de G.
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Solution : [H,G|CH = H<G

Réciproquement, supposons que H est un idéal de G. Un
raisonnement par récurrence nous permet alors d'établir que
pour tous X € G, Y € Het ne IN, (adx)"(Y) € H.
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Solution : [H,G|CH = H<G

Réciproquement, supposons que H est un idéal de G. Un
raisonnement par récurrence nous permet alors d'établir que
pour tous X € G, Y € H et n€ N, (adx)"(Y) € H. D'un
autre coté, on a

o0

tn
Adesp(ex)(Y) = exp(tadx ) (Y Z —(adx)"

n!
n=0
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Solution : [H,G|CH = H<G

Réciproquement, supposons que H est un idéal de G. Un
raisonnement par récurrence nous permet alors d'établir que
pour tous X € G, Y € H et n€ N, (adx)"(Y) € H. D'un
autre coté, on a

o0

tn
Adesp(ex)(Y) = exp(tadx ) (Y Z —(adx)"

n!
n=0

Ce qui implique 0.4.
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Solution : [H,G|CH = H<G

Réciproquement, supposons que H est un idéal de G. Un
raisonnement par récurrence nous permet alors d'établir que
pour tous X € G, Y € H et n€ N, (adx)"(Y) € H. D'un
autre coté, on a

o0

tn
Adesp(ex)(Y) = exp(tadx ) (Y Z —(adx)"

n!
n=0

Ce qui implique 0.4. Et par connexité de G, on obtient 0.3
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Solution : [H,G|CH = H<G

Réciproquement, supposons que H est un idéal de G. Un
raisonnement par récurrence nous permet alors d'établir que
pour tous X € G, Y € H et n€ N, (adx)"(Y) € H. D'un
autre coté, on a

o0

tn
Adesp(ex)(Y) = exp(tadx ) (Y Z —(adx)"

n!
n=0

Ce qui implique 0.4. Et par connexité de G, on obtient 0.3;
parsuite 7,(exp(Y)) € H pour tous g € G et Y € H.
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Solution : [H,G|CH = H<G

Réciproquement, supposons que H est un idéal de G. Un
raisonnement par récurrence nous permet alors d'établir que
pour tous X € G, Y € H et n€ N, (adx)"(Y) € H. D'un
autre coté, on a

o0

tn
Adesp(ex)(Y) = exp(tadx ) (Y Z m (adx)"
n=0
Ce qui implique 0.4. Et par connexité de G, on obtient 0.3;
parsuite 7,(exp(Y)) € H pour tous g € G et Y € H. Puisque
exp(H) engendre le groupe H (par connexité de H), on

obtient 7,(H) C H pour tous g € G.
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Espaces homogenes

Soit G un groupe de Lie et H un sous-groupe. Notons R la
relation d'équivalence définie sur G par :

Vx,y € G, (xRy & x 'y €H)



Espaces homogenes

Soit G un groupe de Lie et H un sous-groupe. Notons R la
relation d'équivalence définie sur G par :

Vx,y € G, (xRy & x 'y €H)
La classe X d'un x € G est le sous-ensemble de G suivant :

X =xH={xy/y € H}



Espaces homogenes

Soit G un groupe de Lie et H un sous-groupe. Notons R la
relation d'équivalence définie sur G par :

Vx,y € G, (xRy & x 'y €H)
La classe X d'un x € G est le sous-ensemble de G suivant :
X =xH={xy/y € H}

L'ensemble de ces classes d'équivalences est |'ensemble noté
G/H. La surjection canonique 7 : G — G/H est I'application
définie par : 7(x) = X.



Espaces homogenes

Soit G un groupe de Lie et H un sous-groupe. Notons R la
relation d'équivalence définie sur G par :

Vx,y € G, (xRy & x 'y €H)
La classe X d'un x € G est le sous-ensemble de G suivant :
X =xH={xy/y € H}

L'ensemble de ces classes d'équivalences est |'ensemble noté
G/H. La surjection canonique 7 : G — G/H est I'application
définie par : w(x) = X. On définit une topologie sur G/H en
décrétant qu'une partie U est un ouvert de G/H si et
seulement si 7 *(U) est un ouvert de G. C'est la topologie

quotient sur G/H.



Proposition

Q La surjection canonique m : G — G/H est continue et
ouverte.

Q G/H est séparé si et seulement si H est fermé dans G.



Proposition
Q La surjection canonique m : G — G/H est continue et
ouverte.
Q G/H est séparé si et seulement si H est fermé dans G.

Démonstration. 1) La continuité de g découle
immédiatement de la définition de la topologie quotient. Soit
maintenant O un ouvert de G, on a

7 (x(0))=0H= | Ob

beH

Ce qui montre que 7 est ouverte.



2) Si G/H est séparé alors le singleton {€} est un fermé de
G/H, ce qui conduit 3 H = 7= !{e} est un fermé de G.



2) Si G/H est séparé alors le singleton {€} est un fermé de
G/H, ce qui conduit 3 H = 7= !{e} est un fermé de G.
Réciproquement, Soit x,y € G tels que xH # yH. On a donc
x~ly € G\H qui est un ouvert de G. Par continuité de
I'application f : (a, b) — ax 'yb de G x G dans G au point

(e, e),



2) Si G/H est séparé alors le singleton {€} est un fermé de
G/H, ce qui conduit 3 H = 7= !{e} est un fermé de G.
Réciproquement, Soit x,y € G tels que xH # yH. On a donc
x~ly € G\H qui est un ouvert de G. Par continuité de
I'application f : (a, b) — ax 'yb de G x G dans G au point
(e, €), on peut choisir V' un voisinage ouvert symétrique
(V1= V) deetel que f(V,V)NH=0.
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2) Si G/H est séparé alors le singleton {€} est un fermé de
G/H, ce qui conduit 3 H = 7= !{e} est un fermé de G.
Réciproquement, Soit x,y € G tels que xH # yH. On a donc
x~ly € G\H qui est un ouvert de G. Par continuité de
I'application f : (a, b) — ax 'yb de G x G dans G au point
(e, €), on peut choisir V' un voisinage ouvert symétrique
(V71 = V) de e tel que f(V,V)NH=0. Il en résulte alors
que les deux ensembles xVH et yVH sont disjoints, et
puisqu’en plus ce sont des ouverts saturés et que la projection
7 est une application ouverte,
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2) Si G/H est séparé alors le singleton {€} est un fermé de
G/H, ce qui conduit 3 H = 7= !{e} est un fermé de G.
Réciproquement, Soit x,y € G tels que xH # yH. On a donc
x~ly € G\H qui est un ouvert de G. Par continuité de
I'application f : (a, b) — ax 'yb de G x G dans G au point
(e, €), on peut choisir V' un voisinage ouvert symétrique
(V71 = V) de e tel que f(V,V)NH=0. Il en résulte alors
que les deux ensembles xVH et yVH sont disjoints, et
puisqu’en plus ce sont des ouverts saturés et que la projection
7 est une application ouverte, on obtient que 7(xVH) et
7(yVH) sont des voisinages ouverts disjoints respectivement
de 7(x) et de m(y).
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Exercice

Q Montrer que IR/Z est homéomorphe a un cercle.

Q Montrer que si I'on remplace 7. par Q, alors la topologie
quotient de IR/Q n'est autre que la topologie grossiére
(Ceci montre que le quotient d’un espace métrique n'est
pas toujours métrisable).

13



Exercice

Q Montrer que IR/Z est homéomorphe a un cercle.

Q Montrer que si I'on remplace 7. par Q, alors la topologie
quotient de IR/Q n'est autre que la topologie grossiére
(Ceci montre que le quotient d’un espace métrique n'est
pas toujours métrisable).

Solution. 1) IR/Z est séparé (puisque Z est fermé dans IR).
La projection canonique 7 : IR — IR/Z est définie par
m(x) =x+2Z.
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Exercice
Q Montrer que IR/Z est homéomorphe a un cercle.

Q Montrer que si I'on remplace 7. par Q, alors la topologie
quotient de IR/Q n'est autre que la topologie grossiére
(Ceci montre que le quotient d’un espace métrique n'est
pas toujours métrisable).

Solution. 1) IR/Z est séparé (puisque Z est fermé dans IR).

La projection canonique 7 : IR — IR/Z est définie par

7(x) = x + Z. En utilisant la partie entiere d'un nombre réel,
on obtient que 7(IR) = g([0, 1]) ce qui implique que IR/Z est
compact.
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Exercice
Q Montrer que IR/Z est homéomorphe a un cercle.

Q Montrer que si I'on remplace 7. par Q, alors la topologie
quotient de IR/Q n'est autre que la topologie grossiére
(Ceci montre que le quotient d’un espace métrique n'est
pas toujours métrisable).

Solution. 1) IR/Z est séparé (puisque Z est fermé dans IR).

La projection canonique 7 : IR — IR/Z est définie par

7(x) = x + Z. En utilisant la partie entiere d'un nombre réel,
on obtient que 7(IR) = g([0, 1]) ce qui implique que IR/Z est
compact. Considérons maintenant I'application h: R/Z — S*
définie par h(x) = e?™.

16



Exercice
Q Montrer que IR/Z est homéomorphe a un cercle.

Q Montrer que si I'on remplace 7. par Q, alors la topologie
quotient de IR/Q n'est autre que la topologie grossiére
(Ceci montre que le quotient d’un espace métrique n'est
pas toujours métrisable).

Solution. 1) IR/Z est séparé (puisque Z est fermé dans IR).
La projection canonique 7 : IR — IR/Z est définie par

7(x) = x + Z. En utilisant la partie entiere d'un nombre réel,
on obtient que 7(IR) = g([0, 1]) ce qui implique que IR/Z est
compact. Considérons maintenant I'application h: R/Z — S*
définie par h(x) = ™. |l est clair que h est bijective et
continue, donc c'est un homéomorphisme puisque IR /Z est
compact.
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R/Q n’est pas séparé

2) Soit F un fermé non vide de IR/Q.

18



R/Q n’est pas séparé

2) Soit F un fermé non vide de IR/Q. Soit x € 7 1(F).
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R/Q n’est pas séparé

2) Soit F un fermé non vide de IR/Q. Soit x € 7 1(F).
Puisque 7(x) = g(x + r) pour tout r € Q, on obtient
x+Qc n(F).
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R/Q n’est pas séparé

2) Soit F un fermé non vide de IR/Q. Soit x € 7 1(F).
Puisque 7(x) = g(x + r) pour tout r € Q, on obtient

x4+ Q C 7 }(F). Maintenant, 7—}(F) est un fermé de IR (par
continuité de 7) contenant x + Q qui est une partie dense de
R,

il



R/Q n’est pas séparé

2) Soit F un fermé non vide de IR/Q. Soit x € 7 1(F).
Puisque 7(x) = g(x + r) pour tout r € Q, on obtient

x4+ Q C 7 }(F). Maintenant, 7—}(F) est un fermé de IR (par
continuité de 7) contenant x + Q qui est une partie dense de
IR, ceci implique que 7~ }(F) = IR et parsuite F = IR/Q.
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R/Q n’est pas séparé

2) Soit F un fermé non vide de IR/Q. Soit x € 7 1(F).
Puisque 7(x) = g(x + r) pour tout r € Q, on obtient

x4+ Q C 7 }(F). Maintenant, 7—}(F) est un fermé de IR (par
continuité de 7) contenant x + Q qui est une partie dense de
IR, ceci implique que 7~ !(F) = IR et parsuite F = IR/Q. On
a donc montré que la topologie quotient de IR/Q n’est autre
que la topologie grossiere.
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Théoreme

Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie G et H un
sous-groupe fermé. Il existe une structure de variété
différentiable sur G/H de dimension dim G — dim H telle que

Q 7: G — G/H est une submersion.

Q Il existe un recouvrement de G/H par des ouverts U,
avec des difféomorphismes

Vo : Uy x H—» 7 HU,)
tels que

T(a(x, b)) = X et ta(x, ab) = al(x, )b,

pour tous x € U,, a,b € H.
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Démonstration

Soit M C G t.q. G = M @ H. On sait (théoreme du
sous-groupe fermé) qu'il existe V/y; un voisinage ouvert de 0
dans M tel que |'application

o: VyxH— exp(Vm)H, (v,b)+— expe(v)b, est un
difféomorphisme sur un ouvert O de G.
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Démonstration

Soit M C G t.q. G = M @ H. On sait (théoreme du
sous-groupe fermé) qu'il existe V/y; un voisinage ouvert de 0
dans M tel que |'application

o: VyxH— exp(Vm)H, (v,b)+— expe(v)b, est un
difféomorphisme sur un ouvert O de G. Considérons alors
I'application continue

pe =moexp: Vy — G/H.
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Démonstration

Soit M C G t.q. G = M @ H. On sait (théoreme du
sous-groupe fermé) qu'il existe V/y; un voisinage ouvert de 0
dans M tel que |'application

o: VyxH— exp(Vm)H, (v,b)+— expe(v)b, est un
difféomorphisme sur un ouvert O de G. Considérons alors
I'application continue

pe =moexp: Vy — G/H.

On obtient un diagramme commutatif :

VM x H ~ (0]
P1 T
Vi G/H

Pe
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Nous montrons que ¢, est un homéomorphisme de Vi sur
O = 7(O) un ouvert de G/H :
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Nous montrons que ¢, est un homéomorphisme de Vi sur
O = m(0) un ouvert de G/H : Le diagramme montre que ¢,
est ouverte (puisque 7 I'est), et que @.(Vy) = O.
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Nous montrons que ¢, est un homéomorphisme de V) sur
O = 7(0) un ouvert de G/H : Le diagramme montre que ¢,
est ouverte (puisque 7 I'est), et que (V) = O. Pour
I'injectivité, soit vy, va € V) tels que pe(va) = we(v2). |l
existe alors b € H tel que exp(v1) = exp(v2)b, ce qui signifie
©(v1,e) = p(va, b) . L'injectivité de ¢ donne v; = v,.
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Nous montrons que ¢, est un homéomorphisme de V) sur

O = 7(0) un ouvert de G/H : Le diagramme montre que ¢,
est ouverte (puisque 7 I'est), et que (V) = O. Pour
I'injectivité, soit vy, va € V) tels que pe(va) = we(v2). |l
existe alors b € H tel que exp(v1) = exp(v2)b, ce qui signifie
©(v1,e) = p(va, b) . L'injectivité de ¢ donne v; = v,.
Remarquons que O = OH ce qui implique 77*(0) = O. Nous
construisons ensuite un atlas différentiable sur G/H indexé par
les éléments de G.
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L’atlas différentiable sur G/H

Les ouverts 53 = a.5, pour a € G, constituent un
recouvrement de G/H.
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L’atlas différentiable sur G/H

Les ouverts O, := a.0, pour a € G, constituent un
recouvrement de G/H. On définit

Pa - VM — 63, gpa(X) = 7T(anp(X)) = a.gpe(X)

Il reste a vérifier que {O,, 5}, est un atlas différentiable sur
G/H.
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L’atlas différentiable sur G/H

Les ouverts O, := a.0, pour a € G, constituent un
recouvrement de G/H. On définit

Pa - V/vl — 63, gpa(X) = 7T(anp(X)) = a.gpe(X)

Il reste a vérifier que {O,, 5}, est un atlas différentiable sur
G/H.Soit alors a, b € G tel que O, N Oy # 0, alors
I'application

Pba = Py 09219, (02N 0b) = ¢, 7(0,N Ob)

est différentiable.
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L’atlas différentiable sur G/H

Les ouverts O, := a.0, pour a € G, constituent un
recouvrement de G/H. On définit

Pa - V/vl — 63, ‘;Da(x) = 7T(anp(X)) = a.gpe(X)

Il reste a vérifier que {O,, 5}, est un atlas différentiable sur
G/H.Soit alors a, b € G tel que O, N Oy # 0, alors
I'application

Pba =" 0 0a 1 ;1 (0,N 0p) = 9,1 (0, N Op)
est différentiable. Ceci découle du fait qu'on

Pha = Qe OO ly-1,0exp = pLo @ 0 ly1,0exp.
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7 : G — G/H est un H-fibré principal

De la commutativité du diagramme ci-dessus et de la nature
des cartes locaux de G/H, on obtient que 7 : G — G/H est
une submersion.
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7 : G — G/H est un H-fibré principal

De la commutativité du diagramme ci-dessus et de la nature
des cartes locaux de G/H, on obtient que 7 : G — G/H est
une submersion. Ce qui achéve la démonstration de 1. Pour 2,
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7 : G — G/H est un H-fibré principal

De la commutativité du diagramme ci-dessus et de la nature
des cartes locaux de G/H, on obtient que 7 : G — G/H est
une submersion. Ce qui achéve la démonstration de 1. Pour 2,
il suffit de considérer le recouvrement de G/H par les ouverts
0, et les difféomorphismes

Y, 0. x H—7740,)=2a.0, v,=logo(p;*x idy)
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7 : G — G/H est un H-fibré principal

De la commutativité du diagramme ci-dessus et de la nature
des cartes locaux de G/H, on obtient que 7 : G — G/H est
une submersion. Ce qui achéve la démonstration de 1. Pour 2,
il suffit de considérer le recouvrement de G/H par les ouverts
0, et les difféomorphismes

V,: 0, x H—=740,)=a.0, v¢,=lopo(p," x idy)

Explicitement : 1,(x, b) = ap(w,*(x), b) pour tout
(x,b) € O, x H.
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7 : G — G/H est un H-fibré principal

De la commutativité du diagramme ci-dessus et de la nature
des cartes locaux de G/H, on obtient que 7 : G — G/H est
une submersion. Ce qui achéve la démonstration de 1. Pour 2,
il suffit de considérer le recouvrement de G/H par les ouverts
0, et les difféomorphismes

V,: 0, x H—=740,)=a.0, v¢,=lopo(p," x idy)

Explicitement : 1,(x, b) = ap(w,*(x), b) pour tout
(x,b) € O, x H. On a

(ta(x, b)) = p(a)omop(p; (%), b) = p(a) ope(p, " (x)) = x.
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Quelques conséquences

@ La famille des ouverts (O,), est un recouvrement de G/H
avec des applications C* : 0,: O, = G

41



Quelques conséquences

@ La famille des ouverts (O,), est un recouvrement de G/H
avec des applications C*® : ¢, : O, — G tels que
moo,=id

@ Une application f : G/H — M est C* si et seulement si
fomest C™.
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Quelques conséquences

@ La famille des ouverts (O,), est un recouvrement de G/H
avec des applications C*® : ¢, : O, — G tels que
mToo, = id

@ Une application f : G/H — M est C* si et seulement si
fomest C™.

@ Pour tout a € G, L'application p(a) : g — ag est un
difféomorphisme de G/H,
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Quelques conséquences

@ La famille des ouverts (O,), est un recouvrement de G/H
avec des applications C*® : ¢, : O, — G tels que
mToo, = id

@ Une application f : G/H — M est C* si et seulement si
fomest C™.

@ Pour tout a € G, L'application p(a) : g — ag est un
difféomorphisme de G/H, avec en plus

p(ab) = p(a) o p(b)
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Quelques conséquences

@ La famille des ouverts (O,), est un recouvrement de G/H
avec des applications C*® : ¢, : O, — G tels que
mToo, = id

@ Une application f : G/H — M est C* si et seulement si
fomest C™.

@ Pour tout a € G, L'application p(a) : g — ag est un
difféomorphisme de G/H, avec en plus
p(ab) = p(a) o p(b) et I'application

GxG/H— G/H, (ag) p(a)@)

est C.
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Quelques conséquences

@ La famille des ouverts (O,), est un recouvrement de G/H
avec des applications C*® : ¢, : O, — G tels que
mToo, = id

@ Une application f : G/H — M est C* si et seulement si
fomest C™.

@ Pour tout a € G, L'application p(a) : g — ag est un
difféomorphisme de G/H, avec en plus
p(ab) = p(a) o p(b) et I'application

GxG/H— G/H, (ag) p(a)@)

est C*°. C'est I'action homogene canonique de G sur
G/H.
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Quelques conséquences

@ La famille des ouverts (O,), est un recouvrement de G/H
avec des applications C*® : g, : O, — G tels que
moo,=id

@ Une application f : G/H — M est C* si et seulement si
fomest C™.

@ Pour tout a € G, L'application p(a) : g — ag est un
difféomorphisme de G/H, avec en plus
p(ab) = p(a) o p(b) et I'application

GxG/H—G/H, (ag)— p(a)g)
est C*°. C'est I'action homogene canonique de G sur
G/H.

@ L’application linéaire tangente T.w: G — T<(G/H)

induit un isomorphisme linéaire : G/H —» T=(G/H).
47



Actions de groupes de Lie

Soit M une variété différentiable, Diff(M) le groupe des
C°°-difféomorphismes.
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Actions de groupes de Lie

Soit M une variété différentiable, Diff(M) le groupe des
C°°-difféomorphismes.

Définition
Une action de G sur M est un homomorphisme de groupes
p: G — Diff(M).
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Actions de groupes de Lie

Soit M une variété différentiable, Diff(M) le groupe des
C°°-difféomorphismes.

Définition

Une action de G sur M est un homomorphisme de groupes

p: G — Diff(M). Autrement dit, pour tout g € G,
p(g) : M — M est un difféomorphisme tel que

p(g182) = p(g1) o p(&2)-
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Actions de groupes de Lie

Soit M une variété différentiable, Diff(M) le groupe des
C°°-difféomorphismes.

Définition
Une action de G sur M est un homomorphisme de groupes

p: G — Diff(M). Autrement dit, pour tout g € G,
p(g) : M — M est un difféomorphisme tel que

p(8182) = p(81) © p(g2)-
L’action p de G sur M est C* si I'application évaluation :
GxM— M, (g,m)— p(g)(m)

est C°.
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Actions de groupes de Lie

Soit M une variété différentiable, Diff(M) le groupe des
C°°-difféomorphismes.

Définition
Une action de G sur M est un homomorphisme de groupes
p: G — Diff(M). Autrement dit, pour tout g € G,
p(g) : M — M est un difféomorphisme tel que
p(&182) = p(g1) © p(g2)-

L’action p de G sur M est C* si I'application évaluation :
GxM—M, (g m)— p(g)m)

est C*°. On note p(g)(m) par g - m.
On dira que G agit ou opére sur M.
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Exemple

o Tout groupe sous-groupe de GL(IR") opere sur R" par
des transformations linéaires.
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Exemple

o Tout groupe sous-groupe de GL(IR") opere sur R" par
des transformations linéaires.

@ Le groupe des rotations SO(n+ 1) opere sur la sphére S".
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Exemple
o Tout groupe sous-groupe de GL(IR") opere sur R" par
des transformations linéaires.
@ Le groupe des rotations SO(n+ 1) opere sur la sphére S".
@ La donnée d’'un champ de vecteurs sur une variété

compacte équivaut a la donnée d’une action
(différentiable) de IR sur M.
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Exemple

o Tout groupe sous-groupe de GL(IR") opere sur R" par
des transformations linéaires.

@ Le groupe des rotations SO(n+ 1) opere sur la sphére S".

@ La donnée d’'un champ de vecteurs sur une variété
compacte équivaut a la donnée d’une action
(différentiable) de IR sur M.

o Tout groupe de Lie G opére sur lui méme a gauche, a
droite et par conjugaison (g, x) — gxg .
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Exemple

o Tout groupe sous-groupe de GL(IR") opere sur IR" par
des transformations linéaires.

@ Le groupe des rotations SO(n+ 1) opere sur la sphére S".

@ La donnée d’'un champ de vecteurs sur une variété
compacte équivaut a la donnée d’une action
(différentiable) de IR sur M.

o Tout groupe de Lie G opére sur lui méme a gauche, a
droite et par conjugaison (g, x) — gxg .

@ Si H est un sous-groupe fermé de G, alors I'action
homogene de G sur G/H est I'action différentiable :
(g,aH) — gaH.
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Orbites - Groupes d’isotropies

Définition
Soit ¢ : G X M — M une action différentiable d’'un groupe
de Lie G sur une variété différentiable M.
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Orbites - Groupes d’isotropies

Définition
Soit ¢ : G X M — M une action différentiable d’'un groupe
de Lie G sur une variété différentiable M.

@ Pour tout m € M, ['orbite de 'action en m est le
sous-ensemble de M :

G-m={g-m/geG}
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Orbites - Groupes d’isotropies

Définition
Soit ¢ : G X M — M une action différentiable d’'un groupe
de Lie G sur une variété différentiable M.

@ Pour tout m € M, ['orbite de 'action en m est le
sous-ensemble de M :

G-m={g-m/geG}

Q Le groupe d'isotropie en m est :

Gn={g€G/gx=x}
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Orbites - Groupes d’isotropies

Définition
Soit ¢ : G X M — M une action différentiable d’'un groupe
de Lie G sur une variété différentiable M.

@ Pour tout m € M, ['orbite de 'action en m est le
sous-ensemble de M :

G-m={g-m/geG}

Q Le groupe d'isotropie en m est :

Gn={g€G/gx=x}

C’est un sous-groupe de G.
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Espace des orbites

Pour tout m € M, I'application évaluation g — g - m induit
une bijection de G/G,, sur I'orbite G - m.
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Espace des orbites

Pour tout m € M, |'application évaluation g — g - m induit
une bijection de G/G,, sur I'orbite G - m.

Définition

Soit p : G — Diff(M) une action. Pour m,m" € M, la relation

d’appartenance a la méme orbite est une relation d'équivalence
dont les classes d’équivalences sont les orbites G - m.
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Espace des orbites

Pour tout m € M, |'application évaluation g — g - m induit
une bijection de G/G,, sur I'orbite G - m.

Définition

Soit p : G — Diff(M) une action. Pour m,m" € M, la relation
d’appartenance a la méme orbite est une relation d’équivalence

dont les classes d'équivalences sont les orbites G - m. L'espace
des orbites M /G est I'ensemble

M/G:={G-m/ me M}
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Espace des orbites

Pour tout m € M, |'application évaluation g — g - m induit
une bijection de G/G,, sur I'orbite G - m.

Définition
Soit p : G — Diff(M) une action. Pour m,m" € M, la relation
d’appartenance a la méme orbite est une relation d’équivalence

dont les classes d'équivalences sont les orbites G - m. L'espace
des orbites M /G est I'ensemble

M/G:={G-m/ me M}
La surjection canonique
T M—>M/G, m—G-m
permet de munir M/G de la topologie quotient.

65



Espace des orbites

Pour tout m € M, |'application évaluation g — g - m induit
une bijection de G/G,, sur I'orbite G - m.

Définition
Soit p : G — Diff(M) une action. Pour m,m" € M, la relation
d’appartenance a la méme orbite est une relation d’équivalence

dont les classes d'équivalences sont les orbites G - m. L'espace
des orbites M /G est I'ensemble

M/G:={G-m/ me M}
La surjection canonique
T M—M/G, m—G-m

permet de munir M/G de la topologie quotient. L action sera
dite transitive s'il n'y a qu'unée6seu/e orbite.



Action libre - Action effective

Une action p : G < Diff(M) est dite :
o libre si G,, = e pour tout m e M.
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Action libre - Action effective

Une action p : G < Diff(M) est dite :
o libre si G,, = e pour tout m e M.

e effective si I'homomorphisme de I'action G — Diff(M)
est injectif, ce qui signifie (),,cpy Gm = €.
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Action libre - Action effective

Une action p : G < Diff(M) est dite :
o libre si G,, = e pour tout m e M.

o effective si I'homomorphisme de I'action G — Diff(M)
est injectif, ce qui signifie (),,cpy Gm = €.

Exercice

Soit G un groupe de Lie et H et K deux sous-groupes fermés
de G.
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Action libre - Action effective

Une action p : G < Diff(M) est dite :
o libre si G,, = e pour tout m e M.

o effective si I'homomorphisme de I'action G — Diff(M)
est injectif, ce qui signifie (),,cpy Gm = €.

Exercice

Soit G un groupe de Lie et H et K deux sous-groupes fermés
de G. Déterminer les groupes d'isotropie de I'action homogéne
naturelle de K sur G/H ? Quelle est la condition pour que
cette action soit effective 7
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Orbites comme sous-variétés

Soit p : G — Diff(M) une action différentiable et m € M.
L'application évaluation

pm: G — M, pm(g):g'm

est différentiable (comme composé des application g — (g, m)
et (g, m) — g - m).
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Orbites comme sous-variétés

Soit p : G — Diff(M) une action différentiable et m € M.
L'application évaluation

pm:G—= M, pn(g)=g-m

est différentiable (comme composé des application g — (g, m)
et (g.m) > g - m)

Théoreme

Q Le groupe d'isotropie G, est un sous-groupe de Lie de G
d’algébre de Lie G, = ker Tepp,.
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Orbites comme sous-variétés

Soit p : G — Diff(M) une action différentiable et m € M.
L'application évaluation

pm:G =M, pu(g)=g-m
est différentiable (comme composé des application g — (g, m)
et (g.m) > g - m)

Théoreme

Q Le groupe d'isotropie G, est un sous-groupe de Lie de G
d’algébre de Lie G, = ker Tepp,.
Q L'orbite G - m est une sous-variété immerge.
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Orbites comme sous-variétés

Soit p : G — Diff(M) une action différentiable et m € M.
L'application évaluation

pm:G—= M, pn(g)=g-m

est différentiable (comme composé des application g — (g, m)
et (g, m)— g-m).
Théoreme

Q Le groupe d'isotropie G, est un sous-groupe de Lie de G
d’algébre de Lie G, = ker Tepp,.

Q L'orbite G - m est une sous-variété immerge.

© Si l'action est transitive, I'application gG,, — g.m est un
diffomorphisme G-équivariant de I'espace homogéne
G/G,, sur M.
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Démonstration

1) Le groupe d’isotropie G,, = p-*{m} est un sous-groupe
fermé de G, c'est donc un sous-groupe de Lie (théoreme de
Cartan-Von Neumann).
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Démonstration

1) Le groupe d’isotropie G,, = p-*{m} est un sous-groupe
fermé de G, c'est donc un sous-groupe de Lie (théoreme de
Cartan-Von Neumann). Son algebre de Lie Lie(Gp,) s'identifie
alors a la sous-algebre de Lie

Gm :={u € G/ exp(tu) - m= m, pour tout t € R}

76



Démonstration

1) Le groupe d’isotropie G,, = p-*{m} est un sous-groupe
fermé de G, c'est donc un sous-groupe de Lie (théoreme de
Cartan-Von Neumann). Son algebre de Lie Lie(Gp,) s'identifie
alors a la sous-algebre de Lie

Gm:={u € G/ exp(tu) - m= m, pour tout t € R}

Il en résulte que pour tout u € G, pm(exps(tu)) = m; en
dérivant en t = 0, on obtient T.p,,(u) = 0. D'out I'inclusion
Gm C ker Teppm.
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Démonstration

1) Le groupe d’isotropie G,, = p-*{m} est un sous-groupe
fermé de G, c'est donc un sous-groupe de Lie (théoreme de
Cartan-Von Neumann). Son algebre de Lie Lie(Gp,) s'identifie
alors a la sous-algebre de Lie

Gm:={u € G/ exp(tu) - m= m, pour tout t € R}
Il en résulte que pour tout u € G, pm(exps(tu)) = m; en

dérivant en t = 0, on obtient T.p,,(u) = 0. D'out I'inclusion
Gm C ker Tep,. Réciproquement, soit u € ker Topp,.
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Démonstration

1) Le groupe d’isotropie G,, = p-*{m} est un sous-groupe
fermé de G, c'est donc un sous-groupe de Lie (théoreme de
Cartan-Von Neumann). Son algebre de Lie Lie(Gp,) s'identifie
alors a la sous-algebre de Lie

Gm:={u € G/ exp(tu) - m= m, pour tout t € R}

Il en résulte que pour tout u € G, pm(expg(tu)) = m; en
dérivant en t = 0, on obtient T.p,,(u) = 0. D'out I'inclusion
Gm C ker Tepm. Réciproquement, soit u € ker Tepp,. La courbe
p: IR — M donnée par 3(t) = exp(tu) - m, satisfait :

Bl(t) = Tmlexp(tu) o Tepm(u) = Tm/exp(tu)(()) =0, VtelR

70



Démonstration

1) Le groupe d’isotropie G,, = p-*{m} est un sous-groupe
fermé de G, c'est donc un sous-groupe de Lie (théoreme de
Cartan-Von Neumann). Son algebre de Lie Lie(Gp,) s'identifie
alors a la sous-algebre de Lie

Gm:={u € G/ exp(tu) - m= m, pour tout t € R}

Il en résulte que pour tout u € G, pm(expg(tu)) = m; en
dérivant en t = 0, on obtient T.p,,(u) = 0. D'out I'inclusion
Gm C ker Tepm. Réciproquement, soit u € ker Tepp,. La courbe
p: IR — M donnée par 3(t) = exp(tu) - m, satisfait :

Bl(t) = Tmlexp(tu) o Tepm(u) = Tm/exp(tu)(()) =0, VtelR

Il en résulte que exp(tu) - m = m pour tout t € R.
D'ou u € G,,.
20



2) L'application p,, : G — M se factorise en une application
différentiable :

Pm:G/Gy — M, telle que p,om = pp,
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2) L'application p,, : G — M se factorise en une application
différentiable :

Pm:G/Gy — M, telle que p,om = pp,

qui est clairement injective avec image |'orbite G - m.

Q9



2) L'application p,, : G — M se factorise en une application
différentiable :

Pm:G/Gy — M, telle que p,om = pp,

qui est clairement injective avec image |'orbite G - m. Nous
allons montrer que les applications linéaires tangentes :

TEp_m: Tg(G/Gm) — Ta.mM, ae G/Gm

sont injectives.
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2) L'application p,, : G — M se factorise en une application
différentiable :

Pm:G/Gy — M, telle que p,om = pp,

qui est clairement injective avec image |'orbite G - m. Nous
allons montrer que les applications linéaires tangentes :

TEp_m: Tg(G/Gm) — Ta.mM, ae G/Gm

sont injectives. Puisque I'action homogene de G sur G/G,, est
transitive et que |'application p,, est G-équivariante, il suffit de
le montrer pour le cas a = e.
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2) L'application p,, : G — M se factorise en une application
différentiable :

Pm:G/Gy — M, telle que p,om = pp,

qui est clairement injective avec image |'orbite G - m. Nous
allons montrer que les applications linéaires tangentes :

TEp_m: Tg(G/Gm) — Ta.mM, ae G/Gm

sont injectives. Puisque I'action homogene de G sur G/G,, est
transitive et que |'application p,, est G-équivariante, il suffit de
le montrer pour le cas 3 = €. Soit alors v € Ts(G/G,,) tel que
Tspm(v) =0,
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2) L'application p,, : G — M se factorise en une application
différentiable :

Pm:G/Gy — M, telle que p,om = pp,

qui est clairement injective avec image |'orbite G - m. Nous
allons montrer que les applications linéaires tangentes :

TEp_m: Tg(G/Gm) — Ta.mM, ae G/Gm

sont injectives. Puisque I'action homogene de G sur G/G,, est
transitive et que |'application p,, est G-équivariante, il suffit de
le montrer pour le cas 3 = €. Soit alors v € Ts(G/G,,) tel que
Tspm(v) = 0, par surjectivité de T.m on peut choisir u € G tel
que Tem(u) = v.
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2) L'application p,, : G — M se factorise en une application
différentiable :

Pm:G/Gy — M, telle que p,om = pp,
qui est clairement injective avec image |'orbite G - m. Nous
allons montrer que les applications linéaires tangentes :

TEp_m: Tg(G/Gm) — Ta.mM, ae G/Gm

sont injectives. Puisque I'action homogene de G sur G/G,, est
transitive et que |'application p,, est G-équivariante, il suffit de
le montrer pour le cas 3 = €. Soit alors v € Ts(G/G,,) tel que
Tspm(v) = 0, par surjectivité de T.m on peut choisir u € G tel

que Tem(u) = v. Il en résulte que Tzp, o Temr(u) =0, donc
Tepm(u) = 0.

Q7



2) L'application p,, : G — M se factorise en une application
différentiable :

Pm:G/Gy — M, telle que p,om = pp,

qui est clairement injective avec image |'orbite G - m. Nous
allons montrer que les applications linéaires tangentes :

TEp_m: Tg(G/Gm) — Ta.mM, ae G/Gm

sont injectives. Puisque I'action homogene de G sur G/G,, est
transitive et que |'application p,, est G-équivariante, il suffit de
le montrer pour le cas 3 = €. Soit alors v € Ts(G/G,,) tel que
Tspm(v) = 0, par surjectivité de T.m on peut choisir u € G tel
que Tem(u) = v. Il en résulte que Tzp, o Temr(u) =0, donc
Tepm(u) = 0. Et parsuite u € ker T.p,, = G, donc

v = Tem(u) =0 (puisque G, = ker(T.m)).

Q9



3) L'action étant transitive, |'application différentiable
Pm: G/G, — M alors une immersion bijective. C'est alors un
difféomorphisme.
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3) L'action étant transitive, |'application différentiable

Pm: G/G, — M alors une immersion bijective. C'est alors un
difféomorphisme. En effet, d'apres le théoreme de Sard, il
existe un point 3 € G/G,, tel que

T5pm : T5(G/Gp) — TomM

est surjective
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3) L'action étant transitive, |'application différentiable

Pm: G/G, — M alors une immersion bijective. C'est alors un
difféomorphisme. En effet, d'apres le théoreme de Sard, il
existe un point 3 € G/G,, tel que

T5pm : T5(G/Gp) — TomM

est surjective, donc dim M = dim(G/G,,) et parsuite tous les
applications T5p,, sont des isomorphismes

01



3) L'action étant transitive, |'application différentiable

Pm: G/G, — M alors une immersion bijective. C'est alors un
difféomorphisme. En effet, d'apres le théoreme de Sard, il
existe un point 3 € G/G,, tel que

T5pm : T5(G/Gp) — TomM

est surjective, donc dim M = dim(G/G,,) et parsuite tous les
applications T5p,, sont des isomorphismes ; le théoréeme
d'inversion locale permet alors de conclure que p,, est un
difféomorphisme.

(o))
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Actions transitives : Exemples

Nous avons vu auparavant que si M est une G-variété
homogene, alors il existe un difféomorphisme G-équivariant
d'un espace homogene G/H sur M. lllustration :



Actions transitives : Exemples

Nous avons vu auparavant que si M est une G-variété
homogene, alors il existe un difféomorphisme G-équivariant
d'un espace homogene G/H sur M. lllustration :
@ L’action naturelle du groupe de Lie SO(n + 1) sur la
sphere S" est transitive. Il en résulte un difféomorphisme
SO(n + 1)-équivariant

SO(n +1)/SO(n) = 5",



Actions transitives : Exemples

Nous avons vu auparavant que si M est une G-variété
homogene, alors il existe un difféomorphisme G-équivariant
d'un espace homogene G/H sur M. lllustration :
@ L’action naturelle du groupe de Lie SO(n + 1) sur la
sphere S" est transitive. Il en résulte un difféomorphisme
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Nous avons vu auparavant que si M est une G-variété
homogene, alors il existe un difféomorphisme G-équivariant
d'un espace homogene G/H sur M. lllustration :
@ L’action naturelle du groupe de Lie SO(n + 1) sur la
sphere S" est transitive. Il en résulte un difféomorphisme
SO(n + 1)-équivariant

SO(n +1)/SO(n) = 5",

@ Pour tout n € IN, la sphere $S2"+1 s’identifie 3 I'ensemble
des vecteurs complexes (zy, -, zn11) tels que
|z1]? + - - +|za21]? = 1. L'action naturelle naturelle de
U(n+ 1) sur S+ est transitive et le groupe d'isotropie
en eyp1 = (0,---,0,1) s'identifie a U(n).



Actions transitives : Exemples

Nous avons vu auparavant que si M est une G-variété
homogene, alors il existe un difféomorphisme G-équivariant
d'un espace homogene G/H sur M. lllustration :
@ L’action naturelle du groupe de Lie SO(n + 1) sur la
sphere S" est transitive. Il en résulte un difféomorphisme
SO(n + 1)-équivariant

SO(n +1)/SO(n) = 5",

@ Pour tout n € IN, la sphere $S2"+1 s’identifie 3 I'ensemble
des vecteurs complexes (zy, -, zn11) tels que
|z1]? + - - +|za21]? = 1. L'action naturelle naturelle de
U(n+ 1) sur S+ est transitive et le groupe d'isotropie
en e,y1 :=(0,---,0,1) s'identifie a U(n). Il en résulte :

U(n+1)/U(n) = 21
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@ Soit S(n) := I'espace des matrices carrées n x n qui sont
symétrique. Le groupe GL*(n, R) opére sur S(n) via
I'application : g.B := gBg ", c’est une action non
transitive (pourquoi 7).



@ Soit S(n) := I'espace des matrices carrées n x n qui sont
symétrique. Le groupe GL*(n, R) opére sur S(n) via
I'application : g.B := gBg', c'est une action non
transitive (pourquoi 7). Par contre, si on se limite a
M := ST (n) I'espace des matrices symétriques définies
positives (qui est un ouvert de S(n)), I'action induite est
transitive (pourquoi?)
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@ Soit S(n) := I'espace des matrices carrées n x n qui sont
symétrique. Le groupe GL*(n, R) opére sur S(n) via
I'application : g.B := gBg', c'est une action non
transitive (pourquoi 7). Par contre, si on se limite a
M := ST (n) I'espace des matrices symétriques définies
positives (qui est un ouvert de S(n)), I'action induite est
transitive (pourquoi?) (le groupe d'isotropie en /,, la
matrice identité, n'est autre que le groupe spécial
orthogonal SO(n)).
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@ Soit S(n) := I'espace des matrices carrées n x n qui sont
symétrique. Le groupe GL*(n, R) opére sur S(n) via
I'application : g.B := gBg ", c’est une action non
transitive (pourquoi 7). Par contre, si on se limite a
M := ST (n) I'espace des matrices symétriques définies
positives (qui est un ouvert de S(n)), I'action induite est
transitive (pourquoi?) (le groupe d'isotropie en /,, la
matrice identité, n'est autre que le groupe spécial
orthogonal SO(n)). On obtient :

GL*(n,IR)/SO(n) = S™(n)
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@ Soit S(n) := I'espace des matrices carrées n x n qui sont
symétrique. Le groupe GL*(n, R) opére sur S(n) via
I'application : g.B := gBg ", c’est une action non
transitive (pourquoi 7). Par contre, si on se limite a
M := ST (n) I'espace des matrices symétriques définies
positives (qui est un ouvert de S(n)), I'action induite est
transitive (pourquoi?) (le groupe d'isotropie en /,, la
matrice identité, n'est autre que le groupe spécial
orthogonal SO(n)). On obtient :

GL*(n,IR)/SO(n) = S™(n)

@ Le groupe SL(2,IR) opeére transitivement sur le demi-plan
de Poincaré H :

a b Z_az+b
c d oz +d
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@ Soit S(n) := I'espace des matrices carrées n x n qui sont
symétrique. Le groupe GL*(n, R) opére sur S(n) via
I'application : g.B := gBg ", c’est une action non
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positives (qui est un ouvert de S(n)), I'action induite est
transitive (pourquoi?) (le groupe d'isotropie en /,, la
matrice identité, n'est autre que le groupe spécial
orthogonal SO(n)). On obtient :

GL*(n,IR)/SO(n) = S™(n)

@ Le groupe SL(2,IR) opeére transitivement sur le demi-plan
de Poincaré H :

a b Z_az+b
c d oz +d

et le groupe d'isotropie en i est SO(2),
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@ Soit S(n) := I'espace des matrices carrées n x n qui sont
symétrique. Le groupe GL*(n, R) opére sur S(n) via
I'application : g.B := gBg ", c’est une action non
transitive (pourquoi 7). Par contre, si on se limite a
M := ST (n) I'espace des matrices symétriques définies
positives (qui est un ouvert de S(n)), I'action induite est
transitive (pourquoi?) (le groupe d'isotropie en /,, la
matrice identité, n'est autre que le groupe spécial
orthogonal SO(n)). On obtient :

GL*(n,IR)/SO(n) = S™(n)

@ Le groupe SL(2,IR) opeére transitivement sur le demi-plan
de Poincaré H :

a b Z_az+b
c d oz +d

et le groupe d'isotropie en i est SO(2), on obtient :
SL(2,IR)¢SO(2) = H.




Transfert de structure

Remarque

Un autre aspect important concernant les actions transitives,
est de pouvoir transmettre une structure différentiable
d’espace homogéne a tout ensemble munie d’une action
transitive d'un groupe de Lie.
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Transfert de structure

Remarque

Un autre aspect important concernant les actions transitives,
est de pouvoir transmettre une structure différentiable
d’espace homogéne a tout ensemble munie d’une action
transitive d'un groupe de Lie.

Définition

Soit X un ensemble et S(X) I'ensemble des bijections de X.
Une action d’un groupe G sur X est un homomorphisme de
groupes p: G — S(X).
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Transfert de structure

Remarque

Un autre aspect important concernant les actions transitives,
est de pouvoir transmettre une structure différentiable
d’espace homogéne a tout ensemble munie d’une action
transitive d'un groupe de Lie.

Définition

Soit X un ensemble et S(X) I'ensemble des bijections de X.
Une action d’un groupe G sur X est un homomorphisme de
groupes p : G — S(X). L’action sera dite transitive si pour
tous x1,x, € X il existe g € G tel que xo = p(g)(x1).
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Transfert de structure

Remarque

Un autre aspect important concernant les actions transitives,
est de pouvoir transmettre une structure différentiable
d’espace homogéne a tout ensemble munie d’une action
transitive d'un groupe de Lie.

Définition

Soit X un ensemble et S(X) I'ensemble des bijections de X.
Une action d’un groupe G sur X est un homomorphisme de
groupes p : G — S(X). L’action sera dite transitive si pour
tous x1,xo € X il existe g € G tel que x, = p(g)(x1). Le
groupe d'isotropie en un point x € X est le sous-groupe

G :={g € G/p(g)(x) = x}.
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Proposition

Soit X un ensemble et soit p : G — S(X) une action transitive
d’un groupe de Lie G sur X tel que le groupe d'isotropie en un
point xy soit un fermé de G. Alors il existe une une unique
structure de variété différentiable sur X telle que p devient une
action différentiable, X est ainsi une variété G-homogene.

il



Proposition

Soit X un ensemble et soit p : G — S(X) une action transitive
d’un groupe de Lie G sur X tel que le groupe d'isotropie en un
point xy soit un fermé de G. Alors il existe une une unique
structure de variété différentiable sur X telle que p devient une
action différentiable, X est ainsi une variété G-homogene.

Démonstration.

Soit H le groupe d'isotropie en xqg. Puisque H est un
sous-groupe fermé de G, le quotient G/H est alors muni de sa
structure différentiable d'espace homogene. L'application :

¢:G/H—= X, gHw— p(g)(x)

est bien définie et c'est une bijection G-équivariante.
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Proposition

Soit X un ensemble et soit p : G — S(X) une action transitive
d’un groupe de Lie G sur X tel que le groupe d'isotropie en un
point xy soit un fermé de G. Alors il existe une une unique
structure de variété différentiable sur X telle que p devient une
action différentiable, X est ainsi une variété G-homogene.

Démonstration.

Soit H le groupe d'isotropie en xqg. Puisque H est un
sous-groupe fermé de G, le quotient G/H est alors muni de sa
structure différentiable d'espace homogene. L'application :

¢:G/H—= X, gHw— p(g)(x)

est bien définie et c’est une bijection G-équivariante. On peut
alors munir I'ensemble X d'une topologie et d'une structure de
variété différentiable telle que ¢ devient un
difféomorphisme.
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Grassmann Manifolds - Stiefel Manifolds

Pour tout k,n € IN, 1 < k < n—1 la variété de Grassmann

G(n, k) est I'ensemble des sous-espaces vectoriels réels de
dimensions k de IR".
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Grassmann Manifolds - Stiefel Manifolds

Pour tout k,n € IN, 1 < k < n—1 la variété de Grassmann
G(n, k) est I'ensemble des sous-espaces vectoriels réels de
dimensions k de IR". Le groupe O(n) opére transitivement sur

G(n, k),
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Grassmann Manifolds - Stiefel Manifolds

Pour tout k,n € IN, 1 < k < n—1 la variété de Grassmann
G(n, k) est I'ensemble des sous-espaces vectoriels réels de
dimensions k de IR". Le groupe O(n) opére transitivement sur
G(n, k), ce qui permet d'obtenir :

G(n k)= O(n)/O(k) x O(n — k).
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Grassmann Manifolds - Stiefel Manifolds

Pour tout k,n € IN, 1 < k < n—1 la variété de Grassmann
G(n, k) est I'ensemble des sous-espaces vectoriels réels de
dimensions k de IR". Le groupe O(n) opére transitivement sur
G(n, k), ce qui permet d'obtenir :

G(n, k) = O(n)/O(k) x O(n— k).

Pour tout k,n € IN, 1 < k < n—1 la variété de Stiefel

V(n, k) est I'ensemble des k-repéres orthonormés (uy, ..., uk)
de IR".
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Grassmann Manifolds - Stiefel Manifolds

Pour tout k,n € IN, 1 < k < n —1 la variété de Grassmann
G(n, k) est I'ensemble des sous-espaces vectoriels réels de
dimensions k de IR". Le groupe O(n) opére transitivement sur
G(n, k), ce qui permet d'obtenir :

G(n, k) = O(n)/O(k) x O(n— k).

Pour tout k,n € IN, 1 < k < n—1 la variété de Stiefel

V(n, k) est I'ensemble des k-repéres orthonormés (uy, ..., uk)
de IR". Encore ici le groupe O(n) opére transitivement sur
V(n, k), ce qui permet d'obtenir :

V(n, k) = O(n)/O(n — k)
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(Variété des structures complexes de IR*")

L'ensemble des structures complexes de IR?" peut &tre défini
par :

M= {Q € GL(2n,R)/ Q* = —h,}.
Le groupe GL(2n,1R) opére par conjuguaison sur M :
g-Q=gQg .
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(Variété des structures complexes de IR*")

L'ensemble des structures complexes de IR?" peut &tre défini
par :

M= {Q € GL(2n,IR)/ Q% = —h,}.

Le groupe GL(2n,1R) opére par conjuguaison sur M :
g - Q =gQg ! On peut montrer que tout matrice Q € M

est semblable a la matrice J, = < /0 _OI" )
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(Variété des structures complexes de IR*")

L'ensemble des structures complexes de IR?" peut &tre défini
par :

M= {Q € GL(2n,IR)/ Q% = —h,}.

Le groupe GL(2n,1R) opére par conjuguaison sur M :
g- Q= gQg ! On peut montrer que tout matrice Q € M

0 —I, ) .
L0 ) En effet, il suffit

d’interpréter @ comme étant un endomorphisme de C2”, qui
est alors diagonalisble

est semblable a la matrice J, = <
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(Variété des structures complexes de IR*")

L'ensemble des structures complexes de IR?" peut &tre défini
par :

M= {Q € GL(2n,IR)/ Q% = —h,}.

Le groupe GL(2n,1R) opére par conjuguaison sur M :
g- Q= gQg ! On peut montrer que tout matrice Q € M

0 —I, ) .
L0 ) En effet, il suffit

d’interpréter @ comme étant un endomorphisme de C2”, qui
est alors diagonalisble puisqu'il admet comme polynéme
annulateur le polynéme P(X) = X2 + 1 qui est a racine
simples.

est semblable a la matrice J, = <
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(Variété des structures complexes de IR*")

L'ensemble des structures complexes de IR?>" peut &tre défini
par :

M= {Q € GL(2n,IR)/ Q% = —h,}.

Le groupe GL(2n,1R) opére par conjuguaison sur M :
g- Q= gQg ! On peut montrer que tout matrice Q € M

0 —I, ) .
L0 ) En effet, il suffit

d'interpréter Q@ comme étant un endomorphisme de C2”, qui
est alors diagonalisble puisqu'il admet comme polynéme
annulateur le polynéme P(X) = X2 + 1 qui est a racine
simples. Et puisque Q est a coefficients réelles, on obtient que
"V est un vecteur propre associé a la valeur propre i si et
seulement si le vecteur conjugué V est un vecteur propre
associé a la valeur propre —i".

est semblable a la matrice J, = <
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Ce qui permet de construire une base
(Wi, ..., W, VWA, ... 7))

de €2 avec (W,..., W,) une base du sous-espace propre
associé a la valeur propre i et Wy, ..., W, une base du
sous-espace propre associé a la valeur propre —i.
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Ce qui permet de construire une base
(Wi, ..., W, VWA, ... 7))

de €2 avec (W,..., W,) une base du sous-espace propre
associé a la valeur propre i et Wi, ..., W, une base du
sous-espace propre associé a la valeur propre —i. Ces vecteurs
permettent de construire une base de IR?" :

B .= (Ul,...,Un, Vl,...,Vn), ol

_ Wi+

U -4 7
! 2 Y 2i
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Ce qui permet de construire une base
(Wi, ..., W, VWA, ... 7))

de €2 avec (W,..., W,) une base du sous-espace propre
associé a la valeur propre i et Wi, ..., W, une base du
sous-espace propre associé a la valeur propre —i. Ces vecteurs
permettent de construire une base de IR?" :

B .= (Ul,...,Un, Vl,...,V,,), ol

_ Wi+

U -4 7
! 2 Y 2i

La matrice dans la base B de @ en tant qu'endomorphisme
du IR-espace vectoriel IR?" est de la forme

0 -1,
I, O

26



Nous venons donc de montrer que I'action de GL(2n,IR) sur
M est transitive.
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Nous venons donc de montrer que I'action de GL(2n,IR) sur

M est transitive. En plus, il est facile de vérifier que le groupe
. . . —1 . o

d'isotropie au point J, = IO 0” , s'identifie au

sous-groupe de GL(2n,IR) des matrices de la forme

A —B
(B A ), avec A, B € GL(n,R)

et qui s'identifie alors a GL(n, C). Ce qui permet d'aboutir a :

M = GL(2n,1R)/GL(n, C).
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La représentation d’isotropie

Soit G un groupe de Lie, H un sous-groupe fermé de G et
7w : G — G/H la projection canonique. Nous avons vu que
I'application linéaire tangente T.m : G — Tz(G/H) induit un
isomorphisme linéaire :

1:G/H = To(G/H), X+H s Ter(X) = %| (expe(tX))H

Pour tout élément a € H, le difféomorphisme
p(a): G/H— G/H, xHw— axH
fixe le point € = H, il en résulte I'existence d’'un isomorphisme

linéaire

Te(p(a)) : Te(G/H) = Te(G/H).

20



Définition
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Définition
La représentation d'isotropie du G-espace homogéne G/H est
la représentation du groupe :

AdSM  H — GL(Ts(G/H)),  Ad®/M(a) = T«(p(a))

Lemme
Pour tout a € H, on a le diagramme commutatif suivant :

G/H
Ts(G/H) —=— T&(G/H)
G/H Ad, G/H

avec Ad,(X +H) = Adu(X) + H.
a1



Autrement dit, via I'isomorphisme /, la représentation
d'isotropie est équivalente a la représentation :

Ad: H— GL(G/H), a— Ad..

Définition

(Espaces homogenes réductifs) Un G-espace homogéne
G/H est dit réductif s'il existe un sous-espace vectoriel

M C G supplémentaire de H et stable par la représentation
adjointe de H i.e.

G=HPM et Ad,(M)C M VaeH.

4



Exemple : Exercice

Prenons G = SO(n+ 1) et H le sous-groupe des matrices

A 0. el s
( 0 1 ) identifié a SO(n).
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Exemple : Exercice

Prenons G = SO(n+ 1) et H le sous-groupe des matrices

( g\ 2 ) identifié a SO(n). L'algebre de Lie des matrices

antisymétriques so(+1) s'identifie 3 G et la sous-algebre de Lie

des matrices ( /3 8 ) avec (A* = —A) s'identifie a .
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Exemple : Exercice

Prenons G = SO(n+ 1) et H le sous-groupe des matrices

( g\ 2 ) identifié a SO(n). L'algeébre de Lie des matrices
antisymétriques so(+1) s'identifie 3 G et la sous-algebre de Lie
des matrices ( /3 8 ) avec (A* = —A) s'identifie a H. Soit

M:{(_(j(t )O<>/X€1R”}.
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Exemple : Exercice

Prenons G = SO(n+ 1) et H le sous-groupe des matrices

( g\ 2 ) identifié a SO(n). L'algebre de Lie des matrices

antisymétriques so(+1) s'identifie 3 G et la sous-algebre de Lie

des matrices ( /3 8 ) avec (A* = —A) s'identifie a H. Soit
0 X
Mz{( Xt 0 >/XGIR”}.
Monter que
@ so(n+ 1) =so(n) & M.
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Exemple : Exercice

Prenons G = SO(n+ 1) et H le sous-groupe des matrices

( g\ (1) ) identifié a SO(n). L'algebre de Lie des matrices

antisymétriques so(+1) s'identifie 3 G et la sous-algebre de Lie
des matrices ( /3 8 ) avec (A* = —A) s'identifie a H. Soit
0 X N
MZ{(_X[’ 0 >/XEIR}.
Monter que
@ so(n+ 1) =so(n) & M.
@ Montrer que pour tous A € SO(n) et X := (x1,-- -, xp)",
ona:

(0 (S D )= (e &)
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Si H est compact, alors G/H est réductif

En effet, on rappelle (Intégrale de Haar) I'existence d'une
unique fonctionnelle i de I'espace C°(H) des applications
continues sur H vers IR :

o COH) R, plp) = / o(a)da

satisfaisant aux propriétés

o (1) =1,
@ /i est positive et linéaire.

@ 4 est invariante :

Vae H, p(pol)=p(por)=pu(p)
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Partant d'un produit scalaire quelconque <, > sur |'espace
vectoriel G, on pose :

L u,v>>= / < Ad,(u),Ad,(v) > da, Yu,vegd
H
on obtient ainsi un nouveau produit scalaire sur G qui est en
plus Ad(H)-invariant. Donc pour tout a € H, Ad, est une

isométrie de G. Le sous-espace M := H* est alors stable par
la représentation adjointe.
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Proposition
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Proposition

Exemple
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Meétriques riemanniennes invariantes

Définition

Soit p: G — Diff(M) une action différentiable et g une
métrique riemannienne sur M. On dira que cette métrique est
G-invariante si pour tout a € G, p(a) est une isométrie de M.
Autrement dit, p(G) C Isom(M).
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Meétriques riemanniennes invariantes

Définition

Soit p: G — Diff(M) une action différentiable et g une
métrique riemannienne sur M. On dira que cette métrique est
G-invariante si pour tout a € G, p(a) est une isométrie de M.
Autrement dit, p(G) C Isom(M).

Remarque

Lorsqu’on considere I'action par translations gauche d’un
groupe de Lie G sui lui méme, on dira tout simplement que la
meétrique est invariante a gauche au lieu de dire G-invariante.
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Dans ce qui suit G désigne un groupe de Lie et H un
sous-groupe fermé.

Proposition

Il y a une correspondance biunivoque canonique entre
I'ensemble des métriques riemanniennes G-invariantes sur
G/H et I'ensemble des produits scalaires sur G/H qui sont
invariante par la représentation Ad : H — GL(G/H).
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Dans ce qui suit G désigne un groupe de Lie et H un
sous-groupe fermé.
Proposition

Il y a une correspondance biunivoque canonique entre
I'ensemble des métriques riemanniennes G-invariantes sur
G/H et I'ensemble des produits scalaires sur G/H qui sont
invariante par la représentation Ad : H — GL(G/H).

Démonstration. Si g est une métrique riemannienne
G-invariantes sur G/H, alors

Va,x € G, Vu,v € Tx(G/H), gx(u,v)=gx(a-u,a-v)
(0.1)

en particulier, on a

Va, Yu,v € To(G/H), g(u,v)=gs(Ad°/"(a)(u), Ad®/"(a)(v))
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En identifiant Tz(G/H) a G/#, on obtient un produit scalaire
<,> sur G/H satisfaisant :

Va, VX, Y €G, < X+H,Y+H >=< Ad,(X+H),Ads(Y+H) >
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En identifiant Tz(G/H) a G/#, on obtient un produit scalaire
<,> sur G/H satisfaisant :

Va, VX, Y €G, < X+H,Y+H >=< Ad,(X+H),Ads(Y+H) >

Réciproquement, soit <, > un produit scalaire sur Tz(G/H)
qui est invariant par la représentation Ad®/". On définit alors
une métrique riemannienne G-invariante sur G/H en posant :

Vx € G, Yu,v € Te(G/H), ge(u,v)=<x1-uxt v>;

il reste a montrer que cette définition a bien un sens (elle ne
dépend pas du choix de x définissant la classe X), qu'elle est
G-invariante et différentiable (on peux se placer sur un ouvert
U C G/H muni d'une section locale du fibré principal - - )
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Remarque

Un groupe de Lie G peut toujours étre vu comme une

(G x G)-variété homogéne (I'action de G x G sur G étant
définie par (a, b) - x = axb™!), donc G = (G x G)/G et la
représentation d’isotropie s'identifie & la représentation
adjointe Ad : G — GL(G). Il en résulte que la donnée d'une
meétrique riemannienne bi-invariante sur G équivaut a la
donnée d’un produit scalaire <,> sur G qui est
Ad(G)-invariant.
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Remarque

Un groupe de Lie G peut toujours étre vu comme une

(G x G)-variété homogéne (I'action de G x G sur G étant
définie par (a, b) - x = axb™!), donc G = (G x G)/G et la
représentation d’isotropie s'identifie & la représentation
adjointe Ad : G — GL(G). Il en résulte que la donnée d'une
meétrique riemannienne bi-invariante sur G équivaut a la
donnée d’un produit scalaire <,> sur G qui est
Ad(G)-invariant.

Exercice

Le groupe de Lie SL.(2,1R) n'admet pas de métrique
bi-invariante.
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En effet, supposons que <, > est un produit scalaire sur
sl(2,IR) qui est Ad(SL(2, R))-invariant et désignons par || - ||
la norme associée. En prenant alors par exemple

A= 2? € SL(2,IR) et X = 01 € sl(2,IR), on
0 ! 0 0

doit donc avoir
| X N|I=[l Ada(X) [[=Il AXA™Y [|=[[ 4X [|=4 ]| X || .

Ce qui est impossible puisque X # 0.
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Corollaire
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Corollaire

Il existe une métrique riemannienne G-invariante sur G/H si et
seulement si Ad(H) est relativelment compact dans GL(G/H).

Démonstration : L'existence d'une telle métrique sur G/H
implique I'existence d'un produit scalaire <,> sur G/H tel
que pour tout a € H, Ad, appartient au groupe orthogonal
O(G/H). On a donc Ad(H) C O(G/H). Et puisque O(G/H)
est compact, on en déduit que Ad(H) est relativelment
compact:- - -
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Actions homogenes effectives : Soit G un groupe de Lie et
H C G un sous-groupe fermé de G tel que |'action homogene
G — Diff(G/H) est effective. Cela signifie (puisque le groupe
d'isotropie en un point bH est le sous-groupe bHb™!) que

() bHb™* = {e}.

beG
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Actions homogenes effectives : Soit G un groupe de Lie et
H C G un sous-groupe fermé de G tel que |'action homogene
G — Diff(G/H) est effective. Cela signifie (puisque le groupe
d'isotropie en un point bH est le sous-groupe bHb™!) que

() bHb™* = {e}.

beG

En d'autres termes, le plus grand sous-groupe de H qui soit
distingué dans G est {e}.
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Actions homogenes effectives : Soit G un groupe de Lie et
H C G un sous-groupe fermé de G tel que |'action homogene
G — Diff(G/H) est effective. Cela signifie (puisque le groupe
d'isotropie en un point bH est le sous-groupe bHb™!) que

() bHb™* = {e}.

En d'autres termes, le plus grand sous-groupe de H qui soit
distingué dans G est {e}.

Exercice

Montrer que I'action homogéne de SL(3,IR) sur
SL(3,IR)/SL(2,IR) est effective.
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Remarque

Toute action transitive p : G — Diff(M), se factorise en une
action effective transitive.

En effet, si on considere K := ker p, c'est sous-groupe
distingué fermé de G ; ce qui permet de munir le quotient
G/K d'une structure de groupe de Lie qui opere sur M via :

p: G/K — Diff(M),  p(gK) := p(g)-

Nous avons p = pom avec 7 : G — G/K la projection
canonique.
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Lemme

Si I'action homogéne G — Diff(G/H) est effective, alors la
représentation adjointe Ad : H — GL(G) est injective.

Démonstration.

Soit a € H tel que Ad, = idg. Puisqu’on a

T, 0 exp = exp 0Ad, (ol 7,(x) = axa!), on en déduit que
ca(exp(X)) = exp(X) pour tout X € G ; et puisque exp(G)
engendre le groupe G (car G est connexe), on obtient que
c.(x) = x pour tout x € G, et parsuite a = xax"'. Il en
résulte que a € NyegxHx L. Ainsi a = e.
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Théoreme
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Théoreme

Supposons que I'action homogeéne G — Diff(G/H) est
effective. On a alors I'équivalence entre les deux assertions
suivantes :

Q Il existe une métrique riemannienne G-invariante sur
G/H.
Q Ad(H) est relativement compact dans GL(G).

Démonstration. 2) implique |'existence de <, > un produit
scalaire Ad(H)-invariant sur G. L'orthogonal H* de H dans G
relativement a <, >, est alors Ad(H)-stable et I'image de

Ad : H — GL(H?') est dans le groupe orthogonal O(H™).
Dot 1).
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Théoreme
Supposons que I'action homogeéne G — Diff(G/H) est
effective. On a alors I'équivalence entre les deux assertions
suivantes :
Q Il existe une métrique riemannienne G-invariante sur
G/H.
Q Ad(H) est relativement compact dans GL(G).

Démonstration. 2) implique |'existence de <, > un produit
scalaire Ad(H)-invariant sur G. L'orthogonal H* de H dans G
relativement a <, >, est alors Ad(H)-stable et I'image de

Ad : H — GL(H?') est dans le groupe orthogonal O(H™).
D'ou 1). Réciproquement, a partir de 1) on peut identifier G
au sous-groupe de Lie immergé :

L(G) :={L;/ g € G} C Isom(G/H)
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En particulier I'action de Isom(G/H) sur G/H est transitive, il
résulte qu'on a un difféomorphisme Isom(G/H)-équivariant
G/H = (Isom(G/H))/K avec

K := {f € Isom(G/H)/ f(€) = €} sous-groupe compact.
Considérons alors <, > un produit scalaire sur
Lie(Isom(G/H)) qui est Ad(K)-invariant, et qui est alors
Ad(H)-invariant (puisque H C K). La restriction de <,> au
sous-espace G est alors Ad(H)-invariant, donc

Ad(H) c O(G). D'ou 2).
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En particulier I'action de Isom(G/H) sur G/H est transitive, il
résulte qu'on a un difféomorphisme Isom(G/H)-équivariant
G/H = (Isom(G/H))/K avec

K := {f € Isom(G/H)/ f(€) = €} sous-groupe compact.
Considérons alors <, > un produit scalaire sur
Lie(Isom(G/H)) qui est Ad(K)-invariant, et qui est alors
Ad(H)-invariant (puisque H C K). La restriction de <,> au
sous-espace G est alors Ad(H)-invariant, donc

Ad(H) c O(G). D'ou 2).

Corollaire

Supposons que I'action homogéne G — Diff(G/H) est
effective. S'il existe une métrique riemannienne G-invariante
sur G/H, alors le groupe de Lie G admet une métrique
riemannienne invariante a gauche et H-invariante a droite; la
restriction de cette métrique a H est biinvariante.
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Actions propres

Définition
Une action de G sur M est propre si pour tout compact C de
M I'ensemble Gc == {g € G/gC N C # (0} est compact.



Actions propres

Définition
Une action de G sur M est propre si pour tout compact C de
M I'ensemble Gc == {g € G/gC N C # (0} est compact.

Proposition
Soit p : G — Diff(M) une action différentiable de G sur M.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
Q L’action de G sur M est propre.
Q L'application ¢ : G x M — M x M donnée par :
V(g,p) = (g - p, p) est propre.
Q Si(xn) est une suite convergente de M et (g,) est une

suite de G telle que (g, - x,)n est convergente. Alors (g,)
possede une sous suite convergente.
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Démonstration.

(1) = (2) : L'idée est de considérer le compact

C = GG U G, des que C; et G, sont deux compacts de M.
(2) = (3) : Supposons que |'application

Y : G X M — G x M est propre. On se donne une suite
(x»)n de M qui converge vers un élément x et (g,) une suite
de G telle que la suite (g, - x,) converge vers un élément

y € M. On considére ensuite

G ={pn, ne N}U{x} et G ={gn x,, n€ N} U{y}

(3) = (1) : Soit C un compact de M et (g,) une suite de
Gc. Pour tout n € IN on a (g, - C) N C # (). Considérons pour
tout n € IN un élément p, € C tel que g,.p, € C. Quitte a se
restreindre a une sous suite on peut supposer sans perte de
généralités que les suites (p,) et (g,.p,) sont convergente - - -.
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Proposition
Si I'action de G sur M est propre, les orbites sont fermés dans
M et I'espace des orbites M/ G est séparé.

Démonstration.
Soient x € M et (g,), une suite de G tel que (g,.x) est
convergente.



Proposition
Si I'action de G sur M est propre, les orbites sont fermés dans
M et I'espace des orbites M/ G est séparé.

Démonstration.

Soient x € M et (g,), une suite de G tel que (g,.x) est
convergente. On sait alors que (g,) posséde une sous suite qui
converge vers un élément g € G. Donc (g,.x) converge vers
g.x € G.x.



Proposition
Si I'action de G sur M est propre, les orbites sont fermés dans
M et I'espace des orbites M/ G est séparé.

Démonstration.

Soient x € M et (g,), une suite de G tel que (g,.x) est
convergente. On sait alors que (g,) posséde une sous suite qui
converge vers un élément g € G. Donc (g,.x) converge vers
g.-x € G.x. L'orbite G.x est alors fermé dans M.



Proposition
Si I'action de G sur M est propre, les orbites sont fermés dans
M et I'espace des orbites M/ G est séparé.

Démonstration.

Soient x € M et (g,), une suite de G tel que (g,.x) est
convergente. On sait alors que (g,) posséde une sous suite qui
converge vers un élément g € G. Donc (g,.x) converge vers
g.-x € G.x. L'orbite G.x est alors fermé dans M.

Montrer par I'absurde aue M/G est séparé (exercice) :

"On suppose que que x et y sont deux points de M tels que X
et ¥ ne peuvent pas étre séparés dans M/G. Poursuivre le
raisonnement en introduisant une distance d sur M --."



Exemple

o

2

Si G est compact, toute action topologique de G sur M
est propre. Si M est compact, seuls les groupes compacts
opérent de facon propre sur M.

Soit GxM — M une action transitive d'un groupe de Lie
G sur une variété M, tel que le groupe d’isotropie en un
point est compact. Alors I'action de G sur M est propre.

Si g est une métrique riemannienne sur M, alors I'action
naturelle de Isom(M, g) sur M est propre.

Soit G — Isom(M, g) une action effective par isométries
d’un groupe de Lie G sur M. S'il x € M tel que le groupe
d'isotropie G, soit compact et que l'orbite Gx soit fermé

dans M, alors I'action de G sur M est propre (S. kulkarni).



Théoreme

Soit P x G — P une action (a droite) différentiable propre et
libre. On a alors :

Q L'espace des orbites P/ G posséde une unique structure de
variété différentiable de dimension dim P — dim G tel que
la projection canonique w : P — P/G est une submersion.

Q Pour tout m € P/G, il existe un ouvert U C P/G
voisinage de m et un difféomorphisme

p:UxG — 7 YU)
(Xag) — ¢(X7g)
qui vérifie : ¢p(x, ga) = &(x, g) - a et w(o(x,g)) = x.
Pour une démonstration compléte, on peut consulter le livre

de M. Lee, Introduction to Smooth Manifolds. Springer, New
York, NY, 2003.
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Fibrés localement triviaux

Soient F et M deux variétés différentiables.
Définition
Se donner un fibré différentiable localement trivial de base M,

fibre-type F, et d’espace total d'un fibré E, c’est se donner
une variété différentiable E et une application différentiable

T E— M

telles que tout point de M admette un voisinage ouvert U
dans M et un difféomorphisme &y : U x F — 7= (U) tel que
Tlyo®y = pr,.

Un difféomorphisme tel que ® s'appelle une trivialisation
locale de E

11



@ 7 est une submersion.

@ la restriction ®,, : F — 7r_1(m), ( ) = ®(x,y), est
un difféomorphisme de F sur E,, Y(m).
Définition

On appelle section du fibré m : E — M toute application
s: M — E telle que 7o s soit I'identité dans M.

Une section locale est définie seulement sur un ouvert U C M.

Remarque

Sur un ouvert trivialisant, il y a toujours des sections mais des
sections globales s : M — E n'existent pas toujours.
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O (Fibrés triviaux) p; : M x F = M, pi(x,y) = x.
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O (Fibrés triviaux) p; : M x F = M, pi(x,y) = x.

@ (Fibré tangent) Pour toute variété différentiable M, le
fibré tangent m: TM — M est un fibré de fibre IR"
(n=dimM).
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O (Fibrés triviaux) p; : M x F - M, pi(x,y) = x.

@ (Fibré tangent) Pour toute variété différentiable M, le
fibré tangent m: TM — M est un fibré de fibre IR"
(n=dimM).

© (Fibré en spheres et fibré en boules) Si g est une
métrique riemannienne sur M, SM — M le fibré des
vecteurs de norme 1, c’est un fibré de fibre S"1. Le fibré
en boules BM — M est constitué des vecteurs de norme
< 1, c'est un fibré de fibre le disque unité D".
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O (Fibrés triviaux) p; : M x F - M, pi(x,y) = x.

@ (Fibré tangent) Pour toute variété différentiable M, le
fibré tangent m: TM — M est un fibré de fibre IR"
(n=dimM).

© (Fibré en spheres et fibré en boules) Si g est une
métrique riemannienne sur M, SM — M le fibré des
vecteurs de norme 1, c’est un fibré de fibre S"1. Le fibré
en boules BM — M est constitué des vecteurs de norme
< 1, c'est un fibré de fibre le disque unité D".

© Si G est un groupe de Lie et H C G un sous-groupe
fermé de G, la projection canonique G — G/H est un
fibré de fibre H.
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O (Fibrés triviaux) p; : M x F - M, pi(x,y) = x.

@ (Fibré tangent) Pour toute variété différentiable M, le
fibré tangent m: TM — M est un fibré de fibre IR"
(n=dimM).

© (Fibré en spheres et fibré en boules) Si g est une
métrique riemannienne sur M, SM — M le fibré des
vecteurs de norme 1, c’est un fibré de fibre S"1. Le fibré
en boules BM — M est constitué des vecteurs de norme
< 1, c'est un fibré de fibre le disque unité D".

© Si G est un groupe de Lie et H C G un sous-groupe
fermé de G, la projection canonique G — G/H est un
fibré de fibre H.

© Soit P x G — P une action propre et libre, la projection
canonique m : P — P/G est un fibré de fibre G.
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Lemme technique

Soit E un ensemble, M et F des variétés différentiables et
7w : E — M une surjection. Le lemme technique suivant est
tres pratique pour munir I'ensemble E d’une structure
différentiable de facon que 7 : E — M devient un fibré
localement trivial.
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Lemme technique

Soit E un ensemble, M et F des variétés différentiables et
7w : E — M une surjection. Le lemme technique suivant est
trés pratique pour munir I'ensemble E d'une structure
différentiable de facon que 7 : E — M devient un fibré
localement trivial.

Lemme

Supposons ['existence d'un recouvrement ouvert {U,/ o € I}
de M avec des bijections ¢, : U, x F — 771(U,) tel que

7T|7r—1(Ua) °Po = P1-
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Lemme technique

Soit E un ensemble, M et F des variétés différentiables et
7w : E — M une surjection. Le lemme technique suivant est
trés pratique pour munir I'ensemble E d'une structure
différentiable de facon que 7 : E — M devient un fibré
localement trivial.

Lemme

Supposons ['existence d'un recouvrement ouvert {U,/ o € I}
de M avec des bijections ¢, : U, x F — 771(U,) tel que
T|r-1(Uy) ° Pa = P1. Supposons en plus que pour tout o, 3 € |
tels que Uns == U, N Ug # 0, I'application

Vaops i Usg X F— Uyp X F est différentiable.
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Lemme technique

Soit E un ensemble, M et F des variétés différentiables et
7w : E — M une surjection. Le lemme technique suivant est
trés pratique pour munir I'ensemble E d'une structure
différentiable de facon que 7 : E — M devient un fibré
localement trivial.

Lemme

Supposons ['existence d'un recouvrement ouvert {U,/ o € I}
de M avec des bijections ¢, : U, x F — 771(U,) tel que
T|r-1(Uy) ° Pa = P1. Supposons en plus que pour tout o, 3 € |
tels que Uns == U, N Ug # 0, I'application

Yaoppt i Usg X F— Uyp X F est différentiable. Alors on
peut mettre sur E une unique structure de variété
différentiable telle que {(Uy, pa)/ a € 1} devient un
recouvrement trivialisant du fibré E — M.
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Fibrés images réciproques

(Pullback of a bundle)

Soit w: E — M un fibré de fibre-type F et f : X — M une
application différentiable.
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Fibrés images réciproques

(Pullback of a bundle)

Soit w: E — M un fibré de fibre-type F et f : X — M une
application différentiable. On définit alors :

fPE:={(x,u) e X x E/ f(x) =n(u)}

23



Fibrés images réciproques

(Pullback of a bundle)

Soit w: E — M un fibré de fibre-type F et f : X — M une
application différentiable. On définit alors :
fPE:={(x,u) e X x E/ f(x) =n(u)}

C'est un fermé de X x E. Par restriction des deux projections,
on obtient des applications p: f*E — X et f : f*E — E tels
que le digramme suivant commute :

F*E f E
ﬁk p
f‘

X M

2



Par définition, pour tout x € M I'image réciproque p~*{x}
s'identifie avec la fibre E¢(y) de E au dessus de f(x) € M.

25



Par définition, pour tout x € M I'image réciproque p~*{x}
s'identifie avec la fibre E¢(y) de E au dessus de f(x) € M.

Proposition
p: f*E — X est un fibré de méme fibre-type F.

Démonstration. On applique le lemme technique.
Si®y: Ux F — 7 1(U) est une trivialisation locale de

E — M, on définit une trivialisation locale au dessus de
U := f~}(U) en posant

cTDU: UXF%ﬁil(U% (X7Y)H(X=¢U(f(x)vy))
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Par définition, pour tout x € M I'image réciproque p~*{x}
s'identifie avec la fibre E¢(y) de E au dessus de f(x) € M.

Proposition
p: f*E — X est un fibré de méme fibre-type F.

Démonstration. On applique le lemme technique.
Si®y: Ux F — 7 1(U) est une trivialisation locale de

E — M, on définit une trivialisation locale au dessus de
U := f~}(U) en posant

cTDU: UXF%ﬁil(U)‘f (XJ/)H(X'/(DU(’((X)J/))

Définition (Images réciproques)
Le fibré p : f*E — X est appelé image réciproque de E par f.
Il est parfois noté f1(E).

27



Exemple

Fibrés induits Pour toute sous-variété différentiable S C M,
I'image réciproque d’un fibré E — M par I'inclusion

t:S C M, est un fibré de base S et de méme fibre-type que
E, qu'on appelle le fibré induit par E sur S, ou restriction de
E a S, et qu'on note souvent E|s.
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Exemple

Fibrés induits Pour toute sous-variété différentiable S C M,
I'image réciproque d’un fibré E — M par I'inclusion

t:S C M, est un fibré de base S et de méme fibre-type que
E, qu'on appelle le fibré induit par E sur S, ou restriction de
E a S, et qu'on note souvent E|s.

Produit fibré. Soient 7; : E; — M et m : E; — M deux
fibrés de méme base M, et de fibres-type respectives F; et F».
Le sous-ensemble

Ey xm By = {(e1, &) € By x B3/ mi(e1) = ma(e2)}
possede une structure naturelle de fibré de base M et de

fibre-type F1 x F,, la projection d'un point (e1, &) € E; Xy E;
étant égale a m1(e1) (= m(e2)).
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Si
O UXFL— Ely et & Ux F—s By

désignent des trivialisations locales de E; et E, au dessus d'un
méme ouvert U de M, on définit une trivialisation locale

¢ZUX(F1XF2)—>(E1 X\/E2)|U
en posant

(D(m, ()/1,)/2)) = (¢1(m>y1)> ¢2(ma)/2))

pour tous y; € F1, yo € F, et m € U. La fibre de E; X E; en
un point m € M est égale a (E1)m X (E2)m.
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Si
O UXFL— Ely et & Ux F—s By

désignent des trivialisations locales de E; et E, au dessus d'un
méme ouvert U de M, on définit une trivialisation locale

¢ZUX(F1XF2)—>(E1 X\/E2)|U
en posant

d)(m’ ()/1,)/2)) = (q)l(m?h)? ¢2(ma)/2))

pour tous y; € F1, yo € F, et m € U. La fibre de E; X E; en
un point m € M est égale a (E1)m X (E2)m.

Définition

Le fibré Ey xp E; — M ainsi défini est appelé produit fibré de
E1 et E2.
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Fibrés vectoriels

Un fibré vectoriel E — M est un fibré dont la fibre type F et
chaque fibre E,, sont munies d'une structure d’'espace vectoriel
de dimension r, et qu'il est possible de choisir les trivialisations
locales

oy Ux F—=7V)

de telle facon que chaque difféomorphisme @, soit un
isomorphisme d'espaces vectoriels.

L’entier r s'appelle le rang du fibré vectoriel.
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Exemple

Le fibré tangent TM — M : si (x1, X2, -+ , X,) €st un
systéme de coordonnées locales sur U, et si x désigne le point
de U admettant ces coordonnées locales, I'application

Sy (1 yn) = y,-(a%)x est une trivialisation
locale de TM.

3



Exemple

Le fibré tangent TM — M : si (x1, X2, -+ , X,) €st un
systéme de coordonnées locales sur U, et si x désigne le point
de U admettant ces coordonnées locales, I'application

Sy (1 yn) = y,-((%) est une trivialisation
"/ x
locale de TM.

Exemple

Le fibré cotangent T"M — M : si (x1, %, -+ ,X,) st un
systéme de coordonnées locales sur U, et si x désigne le point
de U admettant ces coordonnées locales, I'application

Sy (1 oo ym),x) = i, vildxi)x est une trivialisation
locale de T*M.
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Sections des fibrés vectoriels

Si E — M désigne un fibré vectoriel, I'ensemble ['(E) des

sections différentiables de E est muni d'une structure naturelle
de C°°(M)-module :

(uo+v7)(m)=u(m) a(m)+ v(m) 7(m)

pour toutes sections o et 7 de E et pour toutes fonctions u, v
différentiables sur M.
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Sections des fibrés vectoriels

Si E — M désigne un fibré vectoriel, I'ensemble ['(E) des
sections différentiables de E est muni d'une structure naturelle
de C°°(M)-module :

(uo+v7)(m)=u(m) a(m)+ v(m) 7(m)
pour toutes sections o et 7 de E et pour toutes fonctions u, v
différentiables sur M.
Définition
On appelle métrique riemannienne ou produit scalaire sur un
fibré vectoriel différentiable réel E — M la donnée d’un
produit scalaire < , >, dans chaque fibre E,, de E, de facon

que : pour tout couple o,7 € ['(E) de sections différentiables,
la fonction < 0,7 >: i —< o(m), T(m) >, soit différentiable.
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Sections des fibrés vectoriels

Si E — M désigne un fibré vectoriel, I'ensemble ['(E) des
sections différentiables de E est muni d'une structure naturelle

de C°°(M)-module :

(uo+v7)(m)=u(m) a(m)+ v(m) 7(m)
pour toutes sections o et 7 de E et pour toutes fonctions u, v
différentiables sur M.
Définition
On appelle métrique riemannienne ou produit scalaire sur un
fibré vectoriel différentiable réel E — M la donnée d’un
produit scalaire < , >, dans chaque fibre E,, de E, de facon

que : pour tout couple o,7 € ['(E) de sections différentiables,
la fonction < 0,7 >: i —< o(m), T(m) >, soit différentiable.

Proposition
Tout fibré vectoriel E — M adjr?et un produit scalaire.



Sommes de Whitney

Si E; et E, sont des fibrés vectoriels de rang respectif r; et r,
et de méme base M, le produit fibré E; x5, E» — V possede
une structure de fibré vectoriel de rang r; 4+ r>, qu’on appelle /a
somme de Whitney des deux fibrés E; et E;, et que I'on note
E; @ E, : en tout point mde M, (E; @ Ex)m = (E1)m @ (E2)m-
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Sommes de Whitney

Si E; et E, sont des fibrés vectoriels de rang respectif r; et r»
et de méme base M, le produit fibré E; x5, E» — V possede
une structure de fibré vectoriel de rang r; 4+ r>, qu’on appelle /a
somme de Whitney des deux fibrés E; et E;, et que I'on note
E; & E; : en tout point mde M, (Ey ® Ep)m = (E1)m @ (E2)m.

Exercice

Supposons le fibré vectoriel E — M muni d’un produit
scalaire. Soit E' un sous-fibré vectoriel de E. Montrer que la
réunion E" = 11, .,(Em)" des supplémentaires orthogonaux
(E)" de chaque fibre E,;, dans E,, posséde une structure
naturelle de fibré vectoriel, et que E = E' & E" .
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Sommes de Whitney

Si E; et E, sont des fibrés vectoriels de rang respectif r; et r»
et de méme base M, le produit fibré E; x5, E» — V possede
une structure de fibré vectoriel de rang r; 4+ r>, qu’on appelle /a
somme de Whitney des deux fibrés E; et E;, et que I'on note
E; & E; : en tout point mde M, (Ey ® Ep)m = (E1)m @ (E2)m.
Exercice

Supposons le fibré vectoriel E — M muni d’un produit
scalaire. Soit E' un sous-fibré vectoriel de E. Montrer que la
réunion E" = 11, .,(Em)" des supplémentaires orthogonaux

(E)" de chaque fibre E,;, dans E,, posséde une structure
naturelle de fibré vectoriel, et que E = E' & E" .

Théoreme

(Théoreme de Swan) Pour tout fibré vectoriel E — M, il
existe un fibré vectoriel E' — M tel que E @ E’ soit trivial.
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Fibrés principaux

Définition

Un G-fibré principal est la donnée d’une variété P sur laquelle
opére a droite un groupe de Lie G et une application

7 P — M tels qu'il existe un recouvrement ouvert (U,) de
M et des difféomorphismes locaux

Vo : Uy x G — 77HU,)
satisfaisant

T(Ya(x, g)) = x et Pa(x,ag) = a(x,a) - g

pour tous a,g € G, x € U,.
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Exemple

Soit H un groupe de Lie, G C H un sous-groupe de Lie fermé.
m:H — H/G est un G-fibré principal.
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Exemple

Soit H un groupe de Lie, G C H un sous-groupe de Lie fermé.
m:H — H/G est un G-fibré principal.

Exemple

Si G — Diff(P) est une action différentiable libre et propre,
alors P — P/G est un fibré principal.
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Remarques

Soit P — M est un G-fibré principal et
Yo : Uy X G — m71(U,) une trivialisation locale. On a alors :
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Remarques

Soit P — M est un G-fibré principal et
Yo : Uy X G — m71(U,) une trivialisation locale. On a alors :

@ Pour tout x € U,, I'application ¢,(x, ) : g — ¥a(x, &)
est un difféomorphisme G-équivariant de G sur la fibre

771(x).
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Remarques

Soit P — M est un G-fibré principal et
Yo : Uy X G — m71(U,) une trivialisation locale. On a alors :

@ Pour tout x € U,, I'application ¢,(x, ) : g — ¥a(x, &)
est un difféomorphisme G-équivariant de G sur la fibre
771(x).

© L’action de G sur P est libre.

©Q 7(z-g)=m(z) pourtous z€ Pet g € G.
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Remarques

Soit P — M est un G-fibré principal et
Yo : Uy X G — m71(U,) une trivialisation locale. On a alors :

@ Pour tout x € U,, I'application ¢,(x, ) : g — ¥a(x, &)
est un difféomorphisme G-équivariant de G sur la fibre
771(x).

© L'action de G sur P est libre.

©Q 7(z-g)=m(z) pourtous z€ Pet g € G.

© Pour tout z € P, 'orbite z - G est égale a la fibre

7w (2)).
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Remarques

Soit P — M est un G-fibré principal et
Yo : Uy X G — m71(U,) une trivialisation locale. On a alors :

@ Pour tout x € U,, I'application ¢,(x, ) : g — ¥a(x, &)
est un difféomorphisme G-équivariant de G sur la fibre
771(x).

© L'action de G sur P est libre.

©Q 7(z-g)=m(z) pourtous z€ Pet g € G.

© Pour tout z € P, 'orbite z - G est égale a la fibre
7 Y(7(2)).

© Les fibres sont G-stables par |'action et que I'action
induite est transitive et libre.
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Remarque

Une définition équivalente d’un G-fibré principal est la
suivante : "C'est la donnée d’un fibré localement trivial

P — M avec une action G — Diff(P) qui est libre et transitive
sur les fibres” (i.e. les orbites coincident avec les fibres).
(L'idée pour prouver ceci est de partir d’une section locale

0a . Uy, — P qui existe puisque le fibré est localement trivial
et puis de définir des trivialisations "équivariantes” :

Yo (x,8) = 0a(x) - &)
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Variété des reperes

Soit F un espace vectoriel réel de dimension n. Un vecteur de
F peut encore étre défini par un couple (z, \) formé de

A= (A1, -+, Ap) € IR" (coordonnées) et d'un repere (base)
z:R" S F, le vecteur de F étant alors I'image de \ par cet
isomorphisme.
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Variété des reperes

Soit F un espace vectoriel réel de dimension n. Un vecteur de
F peut encore étre défini par un couple (z, \) formé de
A= (A1, -+, Ap) € IR" (coordonnées) et d'un repere (base)
z:R" S F, le vecteur de F étant alors I'image de \ par cet
isomorphisme. L'ensemble des reperes de F est défini par :
R(F) := Isom(IR", F), il peut étre muni d'une structure de
variété différentiable telle que pour tout repere fixé z, la
bijection :

GL(n,IR) - R(F), g~ zog.

est un difféomorphisme.
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Variété des reperes

Soit F un espace vectoriel réel de dimension n. Un vecteur de
F peut encore étre défini par un couple (z, \) formé de
A= (A1, -+, Ap) € IR" (coordonnées) et d'un repere (base)
z:R" 5 F, le vecteur de F étant alors I'image de \ par cet
isomorphisme. L'ensemble des reperes de F est défini par :
R(F) := Isom(IR", F), il peut étre muni d'une structure de
variété différentiable telle que pour tout repere fixé z, la
bijection :

GL(n,IR) - R(F), g~ zog.

est un difféomorphisme. Pour g € GL(n,IR), les couples (z, \)
et (zog,g 1()\)) représentent le méme vecteur de F de sorte

que F peut encore étre identifié a I'espace des orbites :
(R(F)xIR")/GL(n,IR) = F, pour 'action (z,\)-g = (zog.g ()
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Fibré des repeéres

Soit E — M un IR"-fibré vectoriel.
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Fibré des repeéres

Soit E — M un IR"-fibré vectoriel. Pour tout x € M, le
groupe GL(n,IR) opeére a droite de facon libre et transitive sur
la variété des reperes R (E) := R(Ex). L'ensemble

R(E) = Uyem R<(E) possede une structure naturelle de fibré
principal de base M et de fibre GL(n,IR) :
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Fibré des repeéres

Soit E — M un IR"-fibré vectoriel. Pour tout x € M, le
groupe GL(n,IR) opeére a droite de facon libre et transitive sur
la variété des reperes R (E) := R(Ex). L'ensemble
R(E) = Uyem R<(E) possede une structure naturelle de fibré
principal de base M et de fibre GL(n,IR) : Si
o : U, x R" — E|y, est une trivialisation locale de E,
I'application

ot Uy X GL(n,IR) — R(E)|u,, va(g,x)=Pog

X

est une trivialisation locale de R(E)
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Fibré des repeéres

Soit E — M un IR"-fibré vectoriel. Pour tout x € M, le
groupe GL(n,IR) opeére a droite de facon libre et transitive sur
la variété des reperes R (E) := R(Ex). L'ensemble
R(E) = Uyem R<(E) possede une structure naturelle de fibré
principal de base M et de fibre GL(n,IR) : Si
o : U, x R" — E|y, est une trivialisation locale de E,
I'application

ot Uy X GL(n,IR) — R(E)|u,, va(g,x)=Pog

X

est une trivialisation locale de R(E) qui satisfait :

¢a(X7g1g2) = ,‘/}Ot(xvgl) " 82
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Existence d’une section de P - M ?

Soit P — M un G-fibré principal.
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Existence d’une section de P - M ?

Soit P — M un G-fibré principal. Contrairement aux fibrés
vectoriels qui admettent toujours des sections, |'existence
d'une section pour un fibré principal est équivaut a la trivialité
de ce fibré.
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Existence d’une section de P - M ?

Soit P — M un G-fibré principal. Contrairement aux fibrés
vectoriels qui admettent toujours des sections, |'existence
d'une section pour un fibré principal est équivaut a la trivialité
de ce fibré. En effet, supposons I'existence d'une application
différentiable o : M — P telle que 7(o(x)) = x pour tout

x € M,
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Existence d’une section de P - M ?

Soit P — M un G-fibré principal. Contrairement aux fibrés
vectoriels qui admettent toujours des sections, |'existence
d'une section pour un fibré principal est équivaut a la trivialité
de ce fibré. En effet, supposons I'existence d'une application
différentiable o : M — P telle que 7(o(x)) = x pour tout

x € M, on définit

p:MxG—P, ¢oxg)=0x)-g,
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Existence d’une section de P - M ?

Soit P — M un G-fibré principal. Contrairement aux fibrés
vectoriels qui admettent toujours des sections, |'existence
d'une section pour un fibré principal est équivaut a la trivialité
de ce fibré. En effet, supposons I'existence d'une application
différentiable o : M — P telle que 7(o(x)) = x pour tout

x € M, on définit

p:MxG—P, ¢oxg)=0x)-g,

nous obtenons une trivialisation du G-fibré principal P — M.
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Nous venons d’'établir en partie :

Proposition
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Démonstration

Nous avons déja montré que 1. =— 2. |'autre sens est
évident. 2. = 3. : Soit 0 : M — P une section.
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Démonstration

Nous avons déja montré que 1. =— 2. |'autre sens est
évident. 2. = 3. : Soit 0 : M — P une section. Pour tout
z € P, les deux points o(7(z)) et z sont sur la méme fibre, il
en résulte que Vz € P, 31 g € G, z =0o(n(2)) - g.
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Démonstration

Nous avons déja montré que 1. =— 2. |'autre sens est
évident. 2. = 3. : Soit 0 : M — P une section. Pour tout
z € P, les deux points o(7(z)) et z sont sur la méme fibre, il
en résulte que Vz € P, 31 g € G, z = o(m(z2)) - g. Ce qui
permet de définir une application f : P — G telle que

z =o(m(z)) - f(z). L'équivariance de f découle de :
o(n(2))-f(z)a=z-g = o(n(z-g))-f(z-g) = o(n(2)) - (z-5).
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Démonstration

Nous avons déja montré que 1. = 2. l'autre sens est
évident. 2. = 3. : Soit ¢ : M — P une section. Pour tout
z € P, les deux points o(7(z)) et z sont sur la méme fibre, il
en résulte que Vz € P, 31 g € G, z = o(m(z2)) - g. Ce qui
permet de définir une application f : P — G telle que

z =o(m(z)) - f(z). L'équivariance de f découle de :
o(n(2))-F(2)a = z-g = o(n(z-g))-F(z-8) = o(n(2))-F(z-8).
3. = 2.:Soit f : P — G une application différentiable
G-équivariante. On définit une section 0 : M — P en posant
o(x)=1z-f(z)7}, ouze n1(x). Le fait que o est bien
définie découle de |'équivariance de f.
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Démonstration

Nous avons déja montré que 1. = 2. l'autre sens est
évident. 2. = 3. : Soit ¢ : M — P une section. Pour tout
z € P, les deux points o(7(z)) et z sont sur la méme fibre, il
en résulte que Vz € P, 31 g € G, z = o(m(z2)) - g. Ce qui
permet de définir une application f : P — G telle que

z =o(n(z)) - f(z). L'équivariance de f découle de :
o(n(2))-£(2)a = z-g = o(n(z-8))-F(z-8) = o(n(2))-F(z-8).
3. = 2.:Soit f : P — G une application différentiable
G-équivariante. On définit une section 0 : M — P en posant
o(x)=1z-f(z)7}, ouze n1(x). Le fait que o est bien
définie découle de I'équivariance de f. Pour montrer que o est
différentiable, il suffit de remarquer qu'on peut exprimer la
restriction de o a un ouvert trivialisant U, en fonction de
sections locaux différentiables.
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Définition

Fibré image réciproque (Pullback of principal bundle)
Soit w : P — M un G-fibré principal et f : X — M une
application différentiable. Le fibré image réciproque de P par f
est : f*P = {(x,z) € X x P/ f(x) = 7n(z)}. C'est I'espace
total d'un G-fibré principal défini par la projection

((x,2)) — x et 'action (x,z) - g = (x,z - g).
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Définition
Fibré image réciproque (Pullback of principal bundle)

Soit m : P — M un G-fibré principal et f : X — M une
application différentiable. Le fibré image réciproque de P par f
est : f*P = {(x,z) € X x P/ f(x) = 7n(z)}. C'est I'espace
total d'un G-fibré principal défini par la projection

((x,z)) — x et 'action (x,z) - g = (x,z - g).

Remarque
Q Siw: P— M est trivial, alors f*P est trivial.

Si f est constante, alors f*P est trivial.

application différentiable A : X — P telle que f = wo \.

Pour f =7 : P — M, le fibré m*P = P x, P — P est
trivial. Une section évidente de ce fibré est o : z — (z, z).

Q
©Q Le fibré f*P est trivial si et seulement si il existe une
Q
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Fibrés principaux : Propriétés
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Fibrés principaux

Définition

Un G-fibré principal est la donnée d’une variété P sur laquelle
opére a droite un groupe de Lie G et une application

7 P — M tels qu'il existe un recouvrement ouvert (U,) de
M et des difféomorphismes locaux

Vo : Uy x G — 77HU,)
satisfaisant
7T(@Z)oz(x?g)) =X et d’a(xa ag) = wa(X: a) -8

pour tous a,g € G, x € U,.



Exemple

Soit H un groupe de Lie, G C H un sous-groupe de Lie fermé.
m:H — H/G est un G-fibré principal.



Exemple

Soit H un groupe de Lie, G C H un sous-groupe de Lie fermé.
m:H — H/G est un G-fibré principal.

Exemple

Si G — Diff(P) est une action différentiable libre et propre,
alors P — P/G est un fibré principal.



Remarques

Soit P — M est un G-fibré principal et
Yo : Uy X G — m71(U,) une trivialisation locale. On a alors :



Remarques

Soit P — M est un G-fibré principal et
Yo : Uy X G — m71(U,) une trivialisation locale. On a alors :
@ Pour tout x € U,, I'application ¢,(x, ) : g — ¥a(x, &)
est un difféomorphisme G-équivariant de G sur la fibre

771(x).
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Remarques

Soit P — M est un G-fibré principal et
Yo : Uy X G — m71(U,) une trivialisation locale. On a alors :

@ Pour tout x € U,, I'application ¢,(x, ) : g — ¥a(x, &)
est un difféomorphisme G-équivariant de G sur la fibre
771(x).

© L'action de G sur P est libre.

©Q 7(z-g)=m(z) pourtous z€ Pet g € G.

© Pour tout z € P, 'orbite z - G est égale a la fibre

7w (2)).



Remarques

Soit P — M est un G-fibré principal et
Yo : Uy X G — m71(U,) une trivialisation locale. On a alors :

@ Pour tout x € U,, I'application ¢,(x, ) : g — ¥a(x, &)
est un difféomorphisme G-équivariant de G sur la fibre
771(x).

© L'action de G sur P est libre.

©Q 7(z-g)=m(z) pourtous z€ Pet g € G.

© Pour tout z € P, 'orbite z - G est égale a la fibre
7 Y(7(2)).

© Les fibres sont G-stables par |'action et que I'action
induite est transitive et libre.
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Remarque

Une définition équivalente d’un G-fibré principal est la
suivante : "C'est la donnée d’un fibré localement trivial

P — M avec une action G — Diff(P) qui est libre et transitive
sur les fibres” (i.e. les orbites coincident avec les fibres).
(L'idée pour prouver ceci est de partir d’une section locale

0a . Uy, — P qui existe puisque le fibré est localement trivial
et puis de définir des trivialisations "équivariantes” :

Yo (x,8) = 0a(x) - &)
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Variété des reperes

Soit F un espace vectoriel réel de dimension n. Un vecteur de
F peut encore étre défini par un couple (z, \) formé de

A= (A1, -+, Ap) € IR" (coordonnées) et d'un repere (base)
z:R" S F, le vecteur de F étant alors I'image de \ par cet
isomorphisme.
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Variété des reperes

Soit F un espace vectoriel réel de dimension n. Un vecteur de
F peut encore étre défini par un couple (z, \) formé de
A= (A1, -+, Ap) € IR" (coordonnées) et d'un repere (base)
z:R" S F, le vecteur de F étant alors I'image de \ par cet
isomorphisme. L'ensemble des reperes de F est défini par :
R(F) := Isom(IR", F), il peut étre muni d'une structure de
variété différentiable telle que pour tout repere fixé z, la
bijection :

GL(n,IR) - R(F), g~ zog.

est un difféomorphisme.
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Variété des reperes

Soit F un espace vectoriel réel de dimension n. Un vecteur de
F peut encore étre défini par un couple (z, \) formé de
A= (A1, -+, Ap) € IR" (coordonnées) et d'un repere (base)
z:R" 5 F, le vecteur de F étant alors I'image de \ par cet
isomorphisme. L'ensemble des reperes de F est défini par :
R(F) := Isom(IR", F), il peut étre muni d'une structure de
variété différentiable telle que pour tout repere fixé z, la
bijection :

GL(n,IR) - R(F), g~ zog.

est un difféomorphisme. Pour g € GL(n,IR), les couples (z, \)
et (zog,g 1()\)) représentent le méme vecteur de F de sorte

que F peut encore étre identifié a I'espace des orbites :
(R(F)xIR")/GL(n,IR) = F, pour 'action (z,\)-g = (zog.g ()
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Fibré des repeéres

Soit E — M un IR"-fibré vectoriel.
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Fibré des repeéres

Soit E — M un IR"-fibré vectoriel. Pour tout x € M, le
groupe GL(n,IR) opeére a droite de facon libre et transitive sur
la variété des reperes R (E) := R(Ex). L'ensemble

R(E) = Uyem R<(E) possede une structure naturelle de fibré
principal de base M et de fibre GL(n,IR) :

17



Fibré des repeéres

Soit E — M un IR"-fibré vectoriel. Pour tout x € M, le
groupe GL(n,IR) opeére a droite de facon libre et transitive sur
la variété des reperes R (E) := R(Ex). L'ensemble
R(E) = Uyem R<(E) possede une structure naturelle de fibré
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o : U, x R" — E|y, est une trivialisation locale de E,
I'application
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X

est une trivialisation locale de R(E)
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Fibré des repeéres

Soit E — M un IR"-fibré vectoriel. Pour tout x € M, le
groupe GL(n,IR) opeére a droite de facon libre et transitive sur
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Existence d’une section de P - M ?

Soit P — M un G-fibré principal.

20



Existence d’une section de P - M ?

Soit P — M un G-fibré principal. Contrairement aux fibrés
vectoriels qui admettent toujours des sections, |'existence
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de ce fibré.
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Soit P — M un G-fibré principal. Contrairement aux fibrés
vectoriels qui admettent toujours des sections, |'existence
d'une section pour un fibré principal est équivaut a la trivialité
de ce fibré. En effet, supposons I'existence d'une application
différentiable o : M — P telle que 7(o(x)) = x pour tout

x € M,
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Existence d’une section de P - M ?

Soit P — M un G-fibré principal. Contrairement aux fibrés
vectoriels qui admettent toujours des sections, |'existence
d'une section pour un fibré principal est équivaut a la trivialité
de ce fibré. En effet, supposons I'existence d'une application
différentiable o : M — P telle que 7(o(x)) = x pour tout

x € M, on définit

p:MxG—P, ¢oxg)=0x)-g,
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Existence d’une section de P - M ?

Soit P — M un G-fibré principal. Contrairement aux fibrés
vectoriels qui admettent toujours des sections, |'existence
d'une section pour un fibré principal est équivaut a la trivialité
de ce fibré. En effet, supposons I'existence d'une application
différentiable o : M — P telle que 7(o(x)) = x pour tout

x € M, on définit

p:MxG—P, ¢oxg)=0x)-g,

nous obtenons une trivialisation du G-fibré principal P — M.
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Nous avons :

Proposition
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Définition

Fibré image réciproque (Pullback of principal bundle)
Soit w : P — M un G-fibré principal et f : X — M une
application différentiable. Le fibré image réciproque de P par f
est : f*P = {(x,z) € X x P/ f(x) = 7n(z)}. C'est I'espace
total d'un G-fibré principal défini par la projection

((x,2)) — x et 'action (x,z) - g = (x,z - g).
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Définition
Fibré image réciproque (Pullback of principal bundle)

Soit m : P — M un G-fibré principal et f : X — M une
application différentiable. Le fibré image réciproque de P par f
est : f*P = {(x,z) € X x P/ f(x) = 7n(z)}. C'est I'espace
total d'un G-fibré principal défini par la projection

((x,z)) — x et 'action (x,z) - g = (x,z - g).

Remarque
Q Siw: P— M est trivial, alors f*P est trivial.

Si f est constante, alors f*P est trivial.

application différentiable A : X — P telle que f = wo \.

Pour f =7 : P — M, le fibré m*P = P x, P — P est
trivial. Une section évidente de ce fibré est o : z — (z, z).

Q
©Q Le fibré f*P est trivial si et seulement si il existe une
Q
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Définition

Un morphisme de G-fibrés principaux

¢ : (m1, P, My) — (w2, P2, M) est une application
¢ : Py — P, différentiable G-équivariante.
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Définition

Un morphisme de G-fibrés principaux

¢ : (m1, P, My) — (w2, P2, M) est une application
¢ : Py — P, différentiable G-équivariante.

Une telle application ¢ : P; — P, préserve les orbites (i.e.
envoie |'orbite z - G sur I'orbite ¢(z) - G).
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Définition

Un morphisme de G-fibrés principaux

¢ : (m1, P, My) — (w2, P2, M) est une application
¢ . Py — P, différentiable G-équivariante.

Une telle application ¢ : P; — P, préserve les orbites (i.e.
envoie I'orbite z - G sur l'orbite ¢(z) - G). Elle induit alors une
application différentiable ¢ : M; — M, telle que le diagramme

suivant
= ¢ P,
1 T2
M; ¢ M,

commute i.e. Ty 0 ) = 50 7T1.30



Proposition

Soit ¢ : (w1, Py, My) — (w2, P2, Ma) un morphisme de G-fibrés
principaux. On a alors I'équivalence : ¢ : Py — P, est un
difféomorphisme si et seulement si I'application induite

¢ : My — M, est un difféomorphisme.
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Proposition

Soit ¢ : (w1, Py, My) — (w2, P2, Ma) un morphisme de G-fibrés
principaux. On a alors I'équivalence : ¢ : Py — P, est un
difféomorphisme si et seulement si I'application induite

¢ : My — M, est un difféomorphisme.

Démonstration. Supposons que ¢ : P — P» est un
difféomorphisme. Le difféomorphisme inverse ¢ := ¢! est
alors un morphisme de G-fibrés principaux et induit donc une
application différentiable ¢ : M, — M, qui satisfait

T 01 =1 oy,
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Proposition

Soit ¢ : (w1, Py, My) — (w2, P2, Ma) un morphisme de G-fibrés
principaux. On a alors I'équivalence : ¢ : Py — P, est un
difféomorphisme si et seulement si I'application induite

¢ : My — M, est un difféomorphisme.

Démonstration. Supposons que ¢ : P — P» est un
difféomorphisme. Le difféomorphisme inverse ¢ := ¢! est
alors un morphisme de G-fibrés principaux et induit donc une
application différentiable ¢ : M, — M, qui satisfait

71 0 1) = 1) o 1,.0n peut alors écrire :

anoﬂlzﬂoﬂzoﬁbzﬂloﬁ)oéb:m

Ce qui implique ¢ o ¢ = idp, (puisque T est surjective). De
méme on montre que ¢ o 1) = idy,.
3



Réciproquement, supposons que ¢ est un difféomorphisme.
Pour montrer l'injectivité de ¢, soit z, z' € P; tels que

¢(z) = o(').

YN



Réciproquement, supposons que ¢ est un difféomorphisme.
Pour montrer l'injectivité de ¢, soit z, z' € P; tels que
#(z) = ¢(Z). Donc m3 0 ¢(z) = mp 0 ¢(2') et parsuite

o(m1(z)) = ¢(m1(2’)). Et puisque ¢ est injective, on obtient
m1(z) = m1(2'). Il existe alors g € G tel que z/ = z- g, et donc

o(2) = ¢(z-g) = ¢(2) - &

5



Réciproquement, supposons que ¢ est un difféomorphisme.
Pour montrer l'injectivité de ¢, soit z, z' € P; tels que
¢(z) = ¢(2'). Donc my 0 ¢(z) = mp 0 #(2’) et parsuite

o(m1(z)) = ¢(m1(2’)). Et puisque ¢ est injective, on obtient
m1(z) = m1(2'). Il existe alors g € G tel que 2/ = z - g, et donc
#(2') = ¢(z - g) = ¢(2) - g. Or ¢(2') = ¢(z), Ce qui implique
&(2) - g = ¢(2),
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Réciproquement, supposons que ¢ est un difféomorphisme.
Pour montrer l'injectivité de ¢, soit z, z' € P; tels que

#(z) = ¢(2'). Donc mp 0 ¢(z) = mp 0 H(Z) et parsuite
o(m1(2)) = (m1(2')). Et puisque ¢ est injective, on obtient
m1(z) = m1(2'). Il existe alors g € G tel que 2/ = z - g, et donc
¢(2') = ¢(z- g) = ¢(2) - g Or ¢(2') = ¢(z), Ce qui implique
#(z) - g = ¢(z), d'ou g = e (car I'action de G est libre) et

7' =z
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Réciproquement, supposons que ¢ est un difféomorphisme.
Pour montrer l'injectivité de ¢, soit z, z' € P; tels que

#(z) = ¢(2'). Donc mp 0 ¢(z) = mp 0 H(Z) et parsuite
o(m1(2)) = (m1(2')). Et puisque ¢ est injective, on obtient
m1(z) = m1(2'). Il existe alors g € G tel que 2/ = z - g, et donc
¢(2') = ¢(z- g) = ¢(2) - g Or ¢(2') = ¢(z), Ce qui implique
#(z) - g = ¢(z), d'ou g = e (car I'action de G est libre) et

7Z' = z. Pour la surjectivité de ¢, soit z, € P,
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Réciproquement, supposons que ¢ est un difféomorphisme.
Pour montrer l'injectivité de ¢, soit z, z' € P; tels que

#(z) = ¢(2'). Donc mp 0 ¢(z) = mp 0 H(Z) et parsuite
o(m1(2)) = (m1(2')). Et puisque ¢ est injective, on obtient
m1(z) = m1(2'). Il existe alors g € G tel que 2/ = z - g, et donc
¢(z') = ¢(z - g) = ¢(2) - g. Or ¢(2') = ¢(z), Ce qui implique
#(z) - g = ¢(z), d'ou g = e (car I'action de G est libre) et

7Z' = z. Pour la surjectivité de ¢, soit z, € P,, il existe alors
(par surjectivité de ¢) un point x; € My tel que

P(xa) = ma(22).
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Réciproquement, supposons que ¢ est un difféomorphisme.
Pour montrer l'injectivité de ¢, soit z, z' € P; tels que

#(z) = ¢(2'). Donc mp 0 ¢(z) = mp 0 H(Z) et parsuite
o(m1(2)) = (m1(2')). Et puisque ¢ est injective, on obtient
m1(z) = m1(2'). Il existe alors g € G tel que 2/ = z - g, et donc
¢(z') = ¢(z - g) = ¢(2) - g. Or ¢(2') = ¢(z), Ce qui implique
#(z) - g = ¢(z), d'ou g = e (car I'action de G est libre) et

7Z' = z. Pour la surjectivité de ¢, soit z, € P,, il existe alors
(par surjectivité de ¢) un point x; € My tel que

¢(X1) = 7'('2(22). Considérons zZ1 € P1 tel que 7T1(Zl) = Xi1.

40



Réciproquement, supposons que ¢ est un difféomorphisme.
Pour montrer l'injectivité de ¢, soit z, z' € P; tels que
¢(z) = ¢(2'). Donc my 0 ¢(z) = mp 0 #(2’) et parsuite

o(m1(2)) = (m1(2')). Et puisque ¢ est injective, on obtient
m1(z) = m1(2'). Il existe alors g € G tel que 2/ = z - g, et donc
¢(2') = d(z-g) = ¢(2) - g. Or ¢(2') = ¢(z), Ce qui implique
#(z) - g = ¢(z), d'ou g = e (car I'action de G est libre) et

7Z' = z. Pour la surjectivité de ¢, soit z, € P,, il existe alors
(par surjectivité de ¢) un point x; € My tel que

¢(x1) = ma(22). Considérons z; € P; tel que m1(z1) = x;. D'ou

d(m1(z1)) = ma(22) et parsuite m(p(z1)) = ma(22).
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Réciproquement, supposons que ¢ est un difféomorphisme.
Pour montrer l'injectivité de ¢, soit z, z' € P; tels que

#(z) = ¢(2'). Donc mp 0 ¢(z) = mp 0 H(Z) et parsuite
o(m1(2)) = (m1(2')). Et puisque ¢ est injective, on obtient
m1(z) = m1(2'). Il existe alors g € G tel que 2/ = z - g, et donc
¢(z') = ¢(z - g) = ¢(2) - g. Or ¢(2') = ¢(z), Ce qui implique
#(z) - g = ¢(z), d'ou g = e (car I'action de G est libre) et

7Z' = z. Pour la surjectivité de ¢, soit z, € P,, il existe alors
(par surjectivité de ¢) un point x; € My tel que

é(xl) = my(2,). Considérons z; € P tel que m1(z1) = x;. D'ol

d(m1(z1)) = ma(22) et parsuite m(p(z1)) = ma(22). L'action de
G sur les fibres étant transitive, il existe alors g € G tel que

z=9¢(z)- g
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Réciproquement, supposons que ¢ est un difféomorphisme.
Pour montrer l'injectivité de ¢, soit z, z' € P; tels que

#(z) = ¢(2'). Donc mp 0 ¢(z) = mp 0 H(Z) et parsuite
o(m1(2)) = (m1(2')). Et puisque ¢ est injective, on obtient
m1(z) = m1(2'). Il existe alors g € G tel que 2/ = z - g, et donc
¢(z') = ¢(z - g) = ¢(2) - g. Or ¢(2') = ¢(z), Ce qui implique
#(z) - g = ¢(z), d'ou g = e (car I'action de G est libre) et

7Z' = z. Pour la surjectivité de ¢, soit z, € P,, il existe alors
(par surjectivité de ¢) un point x; € My tel que

¢(x1) = ma(22). Considérons z; € P; tel que m1(z1) = x;. D'ou
O(m1(z1)) = ma(22) et parsuite mo(p(21)) = m2(22). L'action de
G sur les fibres étant transitive, il existe alors g € G tel que

7z, = ¢(z1) - g. L'équivariance de ¢ donne alors z, = ¢(z - g).

Ainsi ¢ est bijective.
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Pour montrer que ¢~ : P, — Py est différentiable, on va
utiliser des trivialisations locales.
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Pour montrer que ¢~ : P, — Py est différentiable, on va
utiliser des trivialisations locales. Soit w5 *(Us) =2 Us x G et

7 (V1) = Uy x G deux trivialisations locaux respectivement
de P, = M et Py — M tels que ¢(U;) = U..
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Pour montrer que ¢~ : P, — Py est différentiable, on va
utiliser des trivialisations locales. Soit w5 *(Us) =2 Us x G et
71 (U1) = Uy x G deux trivialisations locaux respectivement
de P, — M et P, — M tels que ¢(U;) = U,. L'expression
locale de la restriction de ¢ a I'ouvert 7, *(U;) est de la forme

¢: U xG— Uy x G, (x,8) (¢(x),h(x)-g)

ou h: U; — G est une application différentiable.
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Pour montrer que ¢~ : P, — Py est différentiable, on va
utiliser des trivialisations locales. Soit w5 *(Us) =2 Us x G et
71 (U1) = Uy x G deux trivialisations locaux respectivement
de P, — M et P, — M tels que ¢(U;) = U,. L'expression
locale de la restriction de ¢ a I'ouvert 7, *(U;) est de la forme

¢:U1XG_>U2XGa (ng)'_>(¢(x)7h(x)g)
ou h: U; — G est une application différentiable. Donc
I'expression locale de ¢! est de la forme

—1

¢ il x G Ui xG, (x,8) (¢ (x),h(x)""g)

qui est alors différentiable puisque I'application g — g~ ! est
différentiable (puisque G est un groupe de Lie).
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Fibrés associés

Soit m: P — M un G-fibré principal et p : G — Diff(F) une
action différentiable a gauche.

48



Fibrés associés

Soit m: P — M un G-fibré principal et p : G — Diff(F) une
action différentiable a gauche. On peut alors définir une action
a droite de G sur P x F par (z,y)- g :=(z-g,87*-y).
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Fibrés associés

Soit m: P — M un G-fibré principal et p : G — Diff(F) une
action différentiable a gauche. On peut alors définir une action
a droite de G sur P x F par (z,y)-g:=(z-g,g *-y). On
note alors P x¢ F (ou P x, F) I'espace des orbites et soit
[z, y] I'orbite de (z,y) € P x F. On désignera par

q: PxF — P x¢ F la projection canonique.
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Fibrés associés

Soit m: P — M un G-fibré principal et p : G — Diff(F) une
action différentiable a gauche. On peut alors définir une action
a droite de G sur P x F par (z,y)-g:=(z-g,g *-y). On
note alors P x¢ F (ou P x, F) I'espace des orbites et soit
[z, y] l'orbite de (z,y) € P x F. On désignera par

q: P x F— P x¢ F la projection canonique. Lorsque (z, y)
et (Z/,y’) sont sur une méme orbite, alors z/ = z - g pour un
certain g, et donc 7(z) = w(2').
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Fibrés associés

Soit m: P — M un G-fibré principal et p : G — Diff(F) une
action différentiable a gauche. On peut alors définir une action
a droite de G sur P x F par (z,y)-g:=(z-g,g *-y). On
note alors P x¢ F (ou P x, F) I'espace des orbites et soit
[z, y] l'orbite de (z,y) € P x F. On désignera par

q: P x F— P x¢ F la projection canonique. Lorsque (z, y)
et (Z/,y’) sont sur une méme orbite, alors z/ = z - g pour un
certain g, et donc m(z) = w(z’). On peut ainsi définir une
application :

p:PxcF—=M, p(zy]) =n(2)
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On obtient ainsi un diagramme commutatif :

PxF Px¢cF
P1 lp
P U M
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Proposition
Pour un G-fibré principal w: P — M et une action
différentiable p : G — Diff(F), on a :

Q E:=Px,F -2 M est un fibré (différentiable
localement trivial) de fibre-type F et I'application
qg: PxF — P x¢F est un morphisme de fibrés.

Q Pour tout z € Py, I'application z : y +— [z, y] est un
difféomorphisme de F sur la fibre E,,.
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Proposition
Pour un G-fibré principal w: P — M et une action
différentiable p : G — Diff(F), on a :
Q E:=Px,F -2 M est un fibré (différentiable
localement trivial) de fibre-type F et I'application
qg: PxF — P x¢F est un morphisme de fibrés.
Q Pour tout z € Py, I'application z : y +— [z, y] est un
difféomorphisme de F sur la fibre E,,.
Q Si F un IK-espace vectoriel (de dimension finie) et
p: G — GL(F) un homomorphisme de groupes de Lie de
G, le fibré E = P x, F — M posséde alors une structure
naturelle de fibré vectoriel.
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Proposition
Pour un G-fibré principal w: P — M et une action
différentiable p : G — Diff(F), on a :
Q E:=Px,F -2 M est un fibré (différentiable
localement trivial) de fibre-type F et I'application
qg: PxF — P x¢F est un morphisme de fibrés.
Q Pour tout z € Py, I'application z : y +— [z, y] est un
difféomorphisme de F sur la fibre E,,.
Q Si F un IK-espace vectoriel (de dimension finie) et
p: G — GL(F) un homomorphisme de groupes de Lie de
G, le fibré E = P x, F — M posséde alors une structure
naturelle de fibré vectoriel.
Q La projection q : Px F — P x¢ F est un G-fibré principal
et pr : P x F — P est un morphisme de fibrés principaux.

5Q



Démonstration.

Soit (U,) un recouvrement de M par des ouverts trivialisant le
fibré principal P — M. Pour tout «, on a une section locale
oq: U, — P.
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Démonstration.

Soit (U,) un recouvrement de M par des ouverts trivialisant le
fibré principal P — M. Pour tout «, on a une section locale
0o : Uy — P. Ces sections sont reliés par

05(x) = 0a(X) - gap(x), x€ U,NUg

ou g5 : Uy, N Usg — G sont différentiables.
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Démonstration.

Soit (U,) un recouvrement de M par des ouverts trivialisant le
fibré principal P — M. Pour tout «, on a une section locale
0o : Uy — P. Ces sections sont reliés par

05(x) = 0a(X) - gap(x), x€ U,NUg

ou gus : Uy N Ug — G sont différentiables. Pour tout ¢, on
définit I'application

0o Uy x F=pH(U), (x,y)— qloa(x),y)

qui a bien un sens puisque p(g(oa(x),y)) = x € U,.
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Démonstration.

Soit (U,) un recouvrement de M par des ouverts trivialisant le
fibré principal P — M. Pour tout «, on a une section locale
0o : Uy — P. Ces sections sont reliés par

05(x) = 0a(X) - gap(x), x€ U,NUg

ou gus : Uy N Ug — G sont différentiables. Pour tout ¢, on
définit I'application

0o Uy x F=pH(U), (x,y)— qloa(x),y)

qui a bien un sens puisque p(g(o4(x),y)) = x € U,. En plus,
pour tout x € F, I'application ¢, x : ¥ — [0a(X), y] est une
bijection de F sur p~1(x). Ce qui permet de déduire que ¢,
est une bijection.
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Il est en plus facile de vérifier que les chagements
o tows: UyNUs x F— Uy,NUs x F
sont données par :
a0 ps(x,y) = (X, 8a5(x) - ¥)

qui sont donc des difféomorphismes.
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Il est en plus facile de vérifier que les chagements
o tows: UyNUs x F— Uy,NUs x F
sont données par :
a0 ps(x,y) = (X, 8a5(x) - ¥)

qui sont donc des difféomorphismes. Ce qui permet de munir
P x¢ F — M d'une structure de fibré différentiable
localement trivial.

Les autres points sont laissés a titre d'exercice.
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Tout fibré vectoriel est un fibré associé

Exemple

Soit E — M un IR"-fibré vectoriel et R(E) — M le fibré des
repéres, c'est un GL(n,TR)-fibré principal. Pour la
représentation canonique de GL(n,IR) dans IR",
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Tout fibré vectoriel est un fibré associé

Exemple

Soit E — M un IR"-fibré vectoriel et R(E) — M le fibré des
repéres, c'est un GL(n,TR)-fibré principal. Pour la
représentation canonique de GL(n,IR) dans IR", on peut donc
reconstruire un fibré vectoriel associé R(E) X 1 (nr) R".
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Tout fibré vectoriel est un fibré associé

Exemple

Soit E — M un IR"-fibré vectoriel et R(E) — M le fibré des
repéres, c'est un GL(n,TR)-fibré principal. Pour la
représentation canonique de GL(n,IR) dans IR", on peut donc
reconstruire un fibré vectoriel associé R(E) X g1(n,r) IR". Alors
celui-ci est canoniquement isomorphe a E :

R(E) X cunmy R" — E, [z, v] = 2(v).
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Sections d’un fibré associé

Proposition

Soit m: P — M un H-fibré principal et H x F — F une action
différentiable. Alors il existe une bijection naturelle entre
I'espace des sections différentiables T (P x y F) du fibré associé
P xy F — M et I'espace C>=(P, F)! des fonctions
H-équivariantes f : P — F i.e. qui vérifient f(z.a) = a~*.f(z2).
Explicitement, cette correspondance est donnée par

s(n(2)) = [z, f(2)].

68



Sections d’un fibré associé

Proposition

Soit m: P — M un H-fibré principal et H x F — F une action
différentiable. Alors il existe une bijection naturelle entre
I'espace des sections différentiables T (P x y F) du fibré associé
P xy F — M et I'espace C>=(P, F)! des fonctions
H-équivariantes f : P — F i.e. qui vérifient f(z.a) = a~*.f(z2).
Explicitement, cette correspondance est donnée par

s(n(2)) = [z, f(2)].

Démonstration.Partant de f : P — F équivariante, on pose
o(x) := [z, f(z)] ou z € P. Réciproquement, soit o est une
section C* de P xy F — M. Pour tout z € P, il existe un
unique élément f(z) € F tel que o(7(z)) = [z, f(2)]. On
obtient ainsi une application f : P — F.
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(Fibré universel : V(n, k) — G(n, k))
On a une projection canonique

i V(n k) — G(n, k), m(uy, -, ux) =vect{uy, -, ux}

est un O(k)-fibré principal appelé le fibré universel au dessus
de G(n, k).
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(Fibré universel : V(n, k) — G(n, k))
On a une projection canonique

i V(n k) — G(n, k), m(uy, -, ux) =vect{uy, -, ux}

est un O(k)-fibré principal appelé le fibré universel au dessus
de G(n, k).
Une autre fagon de décrire ce fibré : On identifie V/(n, k) a

I'ensemble /(n, k) des isométries euclidiennes f : RK — IR".

71



(Fibré universel : V(n, k) — G(n, k))
On a une projection canonique

i V(n k) — G(n, k), m(uy, -, ux) =vect{uy, -, ux}

est un O(k)-fibré principal appelé le fibré universel au dessus
de G(n, k).
Une autre fagon de décrire ce fibré : On identifie V/(n, k) a

I'ensemble /(n, k) des isométries euclidiennes f : RK — IR".
Le groupe O(k) opere a droite sur /(n, k) par I'action :
f-A:=foa (ol aest I'isométrie de IR ayant A comme
matrice relativement a la base canonique {e, - , e }).
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(Fibré universel : V(n, k) — G(n, k))

On a une projection canonique

i V(n k) — G(n, k), m(uy, -, ux) =vect{uy, -, ux}

est un O(k)-fibré principal appelé le fibré universel au dessus
de G(n, k).

Une autre fagon de décrire ce fibré : On identifie V/(n, k) a
I'ensemble /(n, k) des isométries euclidiennes f : RK — IR".
Le groupe O(k) opere a droite sur /(n, k) par I'action :
f-A:=foa (ol aest I'isométrie de IR ayant A comme
matrice relativement a la base canonique {e,- -, e}). Nous
avons un difféomorphisme O(k)-équivariant

I(n k) > V(n k), fsfley,---,e).
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(Fibré universel : V(n, k) — G(n, k))

On a une projection canonique

i V(n k) — G(n, k), m(uy, -, ux) =vect{uy, -, ux}
est un O(k)-fibré principal appelé le fibré universel au dessus
de G(n, k).

Une autre fagon de décrire ce fibré : On identifie V/(n, k) a
I'ensemble /(n, k) des isométries euclidiennes f : RK — IR".
Le groupe O(k) opere a droite sur /(n, k) par I'action :
f-A:=foa (ol aest I'isométrie de IR ayant A comme
matrice relativement a la base canonique {e,- -, e}). Nous
avons un difféomorphisme O(k)-équivariant

I(n,k) = V(n k), fwsf(ey,---,e).. Ce qui permet
d'obtenir une définition équivalente du fibré universel :

pi: 1(n, k) — G(n, k), p(f) = F(IRX).
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Exemple
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Exemple

(Le fibré de Hopf) Pour k =1, V(n,1) = S" 1,

G(n,1) = RP" ! et O(1) = Z,. Dans le cas complexe, on
obtient un S-fibré principal S*"~* — CP"1.

Proposition

Soit m: P — M un O(k)-fibré principal. Alors, il existe (pour
un certain n > k) un homorphisme de O(k)-fibrés principaux

p_° I(n, k)
s [ﬂ'k
M i G(n, k)

Et donc P — M est isomorphe au fibré pull-back
v*(I(n, k)) — M.
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Fibré vectoriel universel E(n, k) — G(n, k)

On définit
E(n, k) :={(V,v) € G(n,k) xR"/ v e V}

Alors la projection canonique px : E(n, k) — G(n, k)
(p(V,v) = V) est un IR*-fibré vectoriel canoniquement
isomorphe au fibré vectoriel associé au fibré principal

I(n, k) — G(n, k) et a la représentation canonique de O(k)
dans IR¥.
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Fibré vectoriel universel E(n, k) — G(n, k)

On définit

E(n, k) :={(V,v) € G(n,k) xR"/ v e V}
Alors la projection canonique px : E(n, k) — G(n, k)
(p(V,v) = V) est un IR*-fibré vectoriel canoniquement
isomorphe au fibré vectoriel associé au fibré principal
I(n, k) — G(n, k) et a la représentation canonique de O(k)

dans RX.
En effet, il suffit de considérer la bijection :

¢ 1(n, k) X0 R = E(n, k), [f,v] = (F(IR¥), f(v))

et puis munir E(n, k) de la structure différentiable de fagon
que ¢ devient un difféomorphisme.
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Cas du fibré tangent

Considérons par exemple M C IR" une sous-variété de
dimension k. Alors pour tout x € M, |'espace tangent T, M
est un k-sous espace vectoriel de IR",
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Cas du fibré tangent

Considérons par exemple M C IR" une sous-variété de
dimension k. Alors pour tout x € M, |'espace tangent T, M
est un k-sous espace vectoriel de IR", on peut interpréter

x — T,M comme étant une application différentiable
M — G(n, k)

20



Cas du fibré tangent

Considérons par exemple M C IR" une sous-variété de
dimension k. Alors pour tout x € M, |'espace tangent T, M
est un k-sous espace vectoriel de IR", on peut interpréter

x — T,M comme étant une application différentiable

1 : M — G(n, k)et nous avons un diagramme commutatif :

™ ¢ E(n, k)
P kpk
M v G(n, k)

Et parsuite p: TM — M est isomorphe au fibré pull-back
v*(E(n, k)) — M.
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Fibré tangent d’'un espace homogene

H un sous-groupe de Lie fermé d'un groupe de Lie G, aux
trois représentations : Ad : H — GL(#H), Ad: H — GL(G) et
Ad: H— GL(G/H),
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Fibré tangent d’'un espace homogene

H un sous-groupe de Lie fermé d'un groupe de Lie G, aux
trois représentations : Ad : H — GL(#), Ad : H — GL(G) et
Ad : H — GL(G/H), on peut faire correspondre trois fibrés
associés de base G/H :

GxyH, Gxpg ethH(g/H)
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Fibré tangent d’'un espace homogene

H un sous-groupe de Lie fermé d'un groupe de Lie G, aux
trois représentations : Ad : H — GL(#), Ad : H — GL(G) et
Ad : H — GL(G/H), on peut faire correspondre trois fibrés
associés de base G/H :

GXHH, GXHg ethH(Q/H)

Théoreme

Q L application : G xy (G/H) —> T(G/H), définie par :
g, X +H]— %I o8 exp(tX)H, est un isomorphisme du
fibré G xy (G/H) sur le fibréT(G/H).

Q Le fibré G xy G est trivial.

Q La somme de Whitney (G xy (G/H)) ® (G xy H) est
trivial.

Q4



Démonstration

@ L'action homogene de G sur G/H induit par
différentiation une action de G sur T(G/H) de fagon que
le fibré tangent p: T(G/H) — G/H devient un G-fibré
vectoriel (la projection p est équivariante).
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Démonstration

@ L'action homogene de G sur G/H induit par
différentiation une action de G sur T(G/H) de fagon que
le fibré tangent p: T(G/H) — G/H devient un G-fibré
vectoriel (la projection p est équivariante). Il en résulte
que par restriction, nous obtenons une application
différentiable :

G x Ts(G/H) —» T(G/H), (g,2)—~g-Z
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Démonstration

@ L'action homogene de G sur G/H induit par
différentiation une action de G sur T(G/H) de fagon que
le fibré tangent p: T(G/H) — G/H devient un G-fibré
vectoriel (la projection p est équivariante). Il en résulte
que par restriction, nous obtenons une application
différentiable :

G x Te(G/H) = T(G/H), (§.Z)—g-Z
Celle-ci passe au quotient et induit un difffomorphisme

G xpy Te(G/H) = T(G/H)
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Démonstration

@ L'action homogene de G sur G/H induit par
différentiation une action de G sur T(G/H) de fagon que
le fibré tangent p: T(G/H) — G/H devient un G-fibré
vectoriel (la projection p est équivariante). Il en résulte
que par restriction, nous obtenons une application
différentiable :

G x Te(G/H) = T(G/H), (§.Z)—g-Z
Celle-ci passe au quotient et induit un difffomorphisme
G xpy Te(G/H) = T(G/H)

En utilisant ensuite I'isomorphisme linéaire
G/H = Te(G/H), X+ H — Ter(X), on obtient le
résultat.

Q9



@ L'application ¢ : G/H x G — G xy G définie par
e(aH, X) = [a, Ad -1 (X)]

est un isomorphisme du fibré trivial G/H x G — G/H sur
GxyG— G/H.

0



@ L'application ¢ : G/H x G — G xy G définie par
e(aH, X) = [a, Ad -1 (X)]

est un isomorphisme du fibré trivial G/H x G — G/H sur
GxyG— G/H.

@ On a une suite exacte courte naturelle de fibrés vectoriels
0= (GxpyH)—=(GxyG)—= (G xy(G/H)) =0

d'ou le résultat.
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Exemple : Le fibré tangent de G(n, k)

Puisque la variété G(n, k) = O(n)/O(k) x O(n — k) et qui
est un espace homogene réductif;
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Exemple : Le fibré tangent de G(n, k)

Puisque la variété G(n, k) = O(n)/O(k) x O(n — k) et qui
est un espace homogene réductif; de maniére plus précise on
peut considérer le sous-espace M C so(n) des matrices

antisymétriques de la forme ( _OBt g )

(o))



Exemple : Le fibré tangent de G(n, k)

Puisque la variété G(n, k) = O(n)/O(k) x O(n — k) et qui
est un espace homogene réductif; de maniére plus précise on

peut considérer le sous-espace M C so(n) des matrices

antisymétriques de la forme ( _OBt g .Ce sous-espace est

stable par la représentation adjointe de O(k) x O(n — k)
puisqu’on a :

A 0 0 B A0 ) 0 ABD*
0 D -B* 0 0 D' ) \ —DB'A 0
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Exemple : Le fibré tangent de G(n, k)

Puisque la variété G(n, k) = O(n)/O(k) x O(n — k) et qui
est un espace homogene réductif; de maniére plus précise on
peut considérer le sous-espace M C so(n) des matrices

antisymétriques de la forme _OBt g .Ce sous-espace est
stable par la représentation adjointe de O(k) x O(n — k)

puisqu’on a :

A 0 0 B A0 ) 0 ABD*
0 D -B* 0 0 D' ) \ —DB'A 0

Autrement dit, M s'identifie a |'espace des matrices
B € Mk ,—«(IR) muni de I'action de O(k) x O(n — k) donnée
par : (A,D) - B := ABD!. On obtient ainsi :

T(G(n, k)) = O(n) X o(k)x0(n—k) Mi,n—k(IR).

04



Parallélisabilité

Définition
Une variété M (de dimension n) est dite parallélisable si son
fibré tangent est trivial.

(0]



Parallélisabilité

Définition
Une variété M (de dimension n) est dite parallélisable si son
fibré tangent est trivial.

Exemple
Q Tout groupe de Lie est parallélisable.
Q Des sphéres S" seules S, S3 et S sont parallélisables.
En particulier la sphére S? ne I'est pas.

Q Les variétés de Stiefel V(n, k) pour n > k > 2 sont
parallélisables.

Q Comme autres exemples d’espaces homogénes non
parallélisable, on peut considérer U(n)/ T" avec T" le
sous-groupe des matrices Diag(z,- -+ ,z,) ol les z; sont
des nombres complexes de module 1.

06



Réduction du groupe structural

Soit H un sous-groupe de Lie fermé dans G. Un H-sous-fibré
principal @ — M d'un fibré G-fibré principal P — M est un
H-fibré principal dont I'espace total @ est une sous-variété de
P stable par la restriction a H de I'action a droite de G sur P.

Q7



Réduction du groupe structural

Soit H un sous-groupe de Lie fermé dans G. Un H-sous-fibré
principal @ — M d'un fibré G-fibré principal P — M est un
H-fibré principal dont I'espace total @ est une sous-variété de
P stable par la restriction a H de I'action a droite de G sur P.
Par exemple, si M est une variété riemannienne de dimension
n, I'ensemble RO(M) des repéres orthonormés du fibré
tangent TM forment un O(n)-sous-fibré principal du
GL(n,IR)-fibré principal R(M) de tous les repéres de TM.
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Exercice

Exercice
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Proposition
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Proposition

Il revient au méme de se donner un H-sous-fibré principal de P
ou une section s du fibré en espaces homogeénes

P x¢ (G/H) — M associé a P par I'action a gauche de G sur
G/H.

Soit @ un H-sous fibré principal d'un G-fibré principal
m: P — M. Pour tout point m € M choisissons arbitrairement
un élément g, de la fibre Q,, de @ en m.
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Proposition

Il revient au méme de se donner un H-sous-fibré principal de P
ou une section s du fibré en espaces homogeénes

P x¢ (G/H) — M associé a P par I'action a gauche de G sur
G/H.

Soit @ un H-sous fibré principal d'un G-fibré principal

m: P — M. Pour tout point m € M choisissons arbitrairement
un élément q,, de la fibre @Q,, de Q@ en m. L'élément [g,, €] de
P x ¢ (G/H) ne dépend pas du choix de g,, car les éléments
(gm, €) et (gm.h, €) sont équivalents modulo H.
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Proposition

Il revient au méme de se donner un H-sous-fibré principal de P
ou une section s du fibré en espaces homogeénes

P x¢ (G/H) — M associé a P par I'action a gauche de G sur
G/H.

Soit @ un H-sous fibré principal d'un G-fibré principal

m: P — M. Pour tout point m € M choisissons arbitrairement
un élément q,, de la fibre @Q,, de Q@ en m. L'élément [g,, €] de
P x ¢ (G/H) ne dépend pas du choix de g,, car les éléments
(gm, €) et (gm.h, €) sont équivalents modulo H. On définit
ainsi une section s du fibré (G/H) x¢ P — M en posant

s(m) = [gm, e].
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Proposition

Il revient au méme de se donner un H-sous-fibré principal de P
ou une section s du fibré en espaces homogénes

P x¢ (G/H) — M associé a P par I'action a gauche de G sur
G/H.

Soit @ un H-sous fibré principal d'un G-fibré principal

m: P — M. Pour tout point m € M choisissons arbitrairement
un élément q,, de la fibre @Q,, de Q@ en m. L'élément [g,, €] de
P x ¢ (G/H) ne dépend pas du choix de g,, car les éléments
(gm, €) et (gm.h, €) sont équivalents modulo H. On définit
ainsi une section s du fibré (G/H) x¢ P — M en posant
S(m) = [qm: .

Réciproquement, si s est une telle section, alors on obtient un
H-sous fibré principal @ — M en considérant

Q:={(zec P/ s(n(2)) = [z 2}
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Formes différentielles sur un fibré
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Formes différentielles :

Soit M une variété différentielle de dimension n.



Formes différentielles :

Soit M une variété différentielle de dimension n. Soit

p € {1,...,n}. Une p-forme différentielle w sur M est la

donnée en tout point x € M d'une p-forme multilinéaire

alternée wy sur |'espace tangent T, M, telle pour toute famille

X1, ..., XP de champs de vecteurs sur M, I'application :
WX XP) s x s we( XL, XP)

X

soit différentiable.



Formes différentielles :

Soit M une variété différentielle de dimension n. Soit

p € {1,...,n}. Une p-forme différentielle w sur M est la

donnée en tout point x € M d'une p-forme multilinéaire

alternée wy sur |'espace tangent T, M, telle pour toute famille

X1, ..., XP de champs de vecteurs sur M, I'application :
WX XP) s x s we( XL, XP)

soit différentiable.

Pour p = 0, une O-forme différentielle sur M est la donnée

d'une fonction f € C>*(M).

En d'autres termes, c'est aussi une section C* du fibré

produit extérieur AP T*M.



Par recollement :

On peut procéder par recollement pour définir une forme
différentielle : partant d'un recouvrement de M par des ouverts
(U,), on se donne une p-forme différentielle w, sur chaque U,
de fagon que w, = wg sur chaque intersection U, (] Uz non
vide. |l existe alors une unique p-forme différentielle w définie
globalement sur tout M, dont la restriction a chaque U,
coincide avec U,.



Image réciproque :

Pour toute application différentiable ¢ : M — N d'une variété
différentiable M dans une autre N, notons ¢}, ou (dv)y,
I'application linéaire tangente v, : TyM — TymyN en un
point m de M. Pour p > 1, on définit /'image rec:proque d'une
p-forme w € QP(N) comme étant la p-forme ¢*w € QP(M)
obtenue en posant :

(V*w) (X, ..., Xp)(M) = win (W (X2), - -, Wn(Xp)) si p > 1,
et Y*(f) = f o1 pour une fonction f € Q°(N).



Différentielle extérieure :

C'est I'opérateur linéaire
d: QP(M) — QPFH(M)

donné par :
p . . —
duw(XO, .. XP) =) (1) X (w(XO, - XT - XP))+
i=0
Z(_l)i+jw([xi7 XJ]) X07 e 75<\i7 T ’Xp)
i<j



Différentielle extérieure :

C'est I'opérateur linéaire
d: QP(M) — QPFH(M)

donné par :
p . . —
duw(XO, .. XP) =) (1) X (w(XO, - XT - XP))+
i=0
Z(_l)i+jw([xi7 XJ]) X07 e 75<\i7 T ’Xp)
i<j

Expression locale :

d(fdx;) = Z aTka A dx;
k



Cohomologie de De-Rham

On a la propriété :
dod=0



Cohomologie de De-Rham

On a la propriété :

dod=0
On appellera p ieme espace de cohomologie de de Rham de
V' le quotient :
ker(d : QP ptl
()  Ker(d 92(M) > 0274 ()

= im(d : QP1(M) — Qr(M))
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Cohomologie de De-Rham

On a la propriété :

dod=0
On appellera p ieme espace de cohomologie de de Rham de
V' le quotient :
HP(M) — ker(d : QP(M) — QPFL(M))

im(d : Q—L(M) — QP(M))

La cohomologie de de Rham de M est I'espace vectoriel
gradué

He (M) = ) HP(M)

11



Pour ¢ : M — N, on a

’l/}*od:dow*
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Pour ¢ : M — N, on a

’l/}*od:dow*

Ce qui permet d'obtenir

H*(¢) : H*(N) — H*(M)

13



Pour ¢ : M — N, on a

’l/}*od:dow*

Ce qui permet d'obtenir

H*(¢) : H*(N) — H*(M)

H* (¢ o) = H'(¢) o H'(¢)

14



Cohomologie et actions de groupes

Soit M une variété différentiable sur laquelle opere (a droite)
un groupe de Lie G.
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Cohomologie et actions de groupes

Soit M une variété différentiable sur laquelle opere (a droite)
un groupe de Lie G. Pour tout g € G et a € Q*(M) on pose
g-a = R;(a). Nous obtenons ainsi une action de G sur Q(M).
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Cohomologie et actions de groupes

Soit M une variété différentiable sur laquelle opere (a droite)
un groupe de Lie G. Pour tout g € G et a € Q*(M) on pose
g.a = R;(a). Nous obtenons ainsi une action de G sur Q(M).
Cette action passe a la cohomologie et induit une action de G
sur I'espace de cohomologie H(M).
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Cohomologie et actions de groupes

Soit M une variété différentiable sur laquelle opere (a droite)
un groupe de Lie G. Pour tout g € G et a € Q*(M) on pose
g.a = R;(a). Nous obtenons ainsi une action de G sur Q(M).
Cette action passe a la cohomologie et induit une action de G
sur I'espace de cohomologie H(M).

Théoreme
Supposons que G est compact. Alors
Q L'inclusion ¢ : (Q(M))¢ C Q(M) induit un morphisme
injectif en cohomologie, dont I'image est I'algébre H(M)®
des éléments de la cohomologie qui sont invariants par G.

Q Si un groupe de Lie G, a la fois compact et connexe,
opére sur une variété M, v induit un isomorphisme en

cohomologie : H(1) : H((QAM))€) = H(M).

18



Quelques applications

Corollaire
Soit G un groupe de Lie compact connexe.

Q L'inclusion ((G))®) € Q(G) des formes différentielles
invariantes a gauche, induit un isomorphisme en
cohomologie.

Q Les formes différentielles bi-invariantes sur G sont
fermées, et leur inclusion dans Q(G) induit un
isomorphisme en cohomologie : la cohomologie de de
Rham de G s'identifie donc a I'algébre des formes
différentielles bi-invariantes.

10



Remarque

20
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Cohomologie de I'espace projectif réel :

Exemple 1.[Cohomologie de I'espace projectif réel IRPP"|
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Cohomologie de I'espace projectif réel :

Exemple 1.[Cohomologie de I'espace projectif réel IRPP"|
L'espace projectif réel IRIP” est I'espace des orbites de I'action
du groupe Z, := {—1,+1} sur la sphére S” (le
difféomorphisme de S” associé a —1 étant I'involution

VX —X).

29



Cohomologie de I'espace projectif réel :

Exemple 1.[Cohomologie de I'espace projectif réel IRPP"|
L'espace projectif réel IRIP” est I'espace des orbites de I'action
du groupe Z, := {—1,+1} sur la sphére S” (le
difféomorphisme de S” associé a —1 étant I'involution
v:x+— —x). La projection canonique 7 : S” — IRPP” permet
d'identifier les formes sur IRIP" aux formes sur S” qui sont
Zo-invariantes,
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Cohomologie de I'espace projectif réel :

Exemple 1.[Cohomologie de I'espace projectif réel IRPP"|
L'espace projectif réel IRIP” est I'espace des orbites de I'action
du groupe Z, := {—1,+1} sur la sphére S” (le
difféomorphisme de S” associé a —1 étant I'involution

v:x+— —x). La projection canonique 7 : S” — IRPP” permet
d'identifier les formes sur IRIP" aux formes sur S” qui sont
Zo-invariantes, et par application du théoreme nous obtenons :

HP(IRP") = (HP(S"))

2



Par conséquent : HP(IRP") = 0 pour tout p=1,--- ,n— 1.

25



Par conséquent : HP(IRP") = 0 pour tout p=1,--- ,n— 1.
Pour p = n, nous avons H"(5") est la droite vectorielle
engendrée par la forme volume

w = Z(—l)”x,-dxl/\---/\c?)?,-/\---/\dx,,ﬂ
i—1
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Par conséquent : HP(IRP") = 0 pour tout p=1,--- ,n— 1.
Pour p = n, nous avons H"(5") est la droite vectorielle
engendrée par la forme volume

w = Z(—l)”x,-dxl A A c?;, Ao A dXngr
i=1
Et puisque v*(w) = (—1)""w, nous obtenons : H"(IRP") = 0
si n est paire et H"(IRP") = Vect{w} si n est impaire (ou w
est la n-forme sur RP” telle que 7*(w) = ).
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Par conséquent : HP(IRP") = 0 pour tout p=1,--- ,n— 1.
Pour p = n, nous avons H"(5") est la droite vectorielle
engendrée par la forme volume

w = Z(—l)”x,-dxl/\---/\c?;/\---/\dx,,ﬂ
i—1

Et puisque v*(w) = (—1)""w, nous obtenons : H"(IRP") = 0
si n est paire et H"(IRP") = Vect{w} si n est impaire (ou w
est la n-forme sur RP” telle que 7*(w) = ).

Notons aussi que si n est impaire, la forme @ est une forme
volume sur IRPP" qui est alors orientable. L'espace projectif
n'est pas orientable dans le cas paire.
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Champs verticaux

Soit P — M un G-fibré principal. Pour tout élément A € G,
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Champs verticaux

Soit P — M un G-fibré principal. Pour tout élément A € G,
on associe le champ de vecteurs complet A* défini sur P par
son flot :

&% (t,z) = z- exp(tA) pourtout z€ Pettc R.
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Champs verticaux

Soit P — M un G-fibré principal. Pour tout élément A € G,
on associe le champ de vecteurs complet A* défini sur P par
son flot :

&% (t,z) = z- exp(tA) pourtout z€ Pettc R.

A* est appelé champ de vecteurs fondamental associé a A.

1



Champs verticaux

Soit P — M un G-fibré principal. Pour tout élément A € G,
on associe le champ de vecteurs complet A* défini sur P par
son flot :

&% (t,z) = z- exp(tA) pourtout z€ Pettc R.

A* est appelé champ de vecteurs fondamental associé a A.
Définition

Le fibré tangent vertical est le sous-fibré vectoriel

V(P) = ker Tw de TP au dessus de P. Un champ de vecteurs

Z sur P sera dit vertical si w.(Z,) = 0 pour tout z € P, ce qui

équivaut a ce que Z soit une section du fibré vertical
V(P) — P.

On désigne par V(P) le C*°(P)-module des champs de
vecteurs verticaux.
¥l



Q Pourtous A,/ BeGona: [A,B]=IAB].
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Q Pourtous A,/ BeGona: [A,B]=IAB].
© Pour tout z € P, I'application A +— A est un

isomorphisme linéaire de G sur |'espace tangent a la fibre
P,T(m) =z-G

V(P), =ker T,m = T,(z- G)
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Q Pourtous A,/ BeGona: [A,B]=IAB].
© Pour tout z € P, I'application A +— A est un

isomorphisme linéaire de G sur |'espace tangent a la fibre
P,T(m) =z-G

V(P), =ker T,m = T,(z- G)
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Q Pourtous A,/ BeGona: [A,B]=IAB].
© Pour tout z € P, I'application A +— A est un

isomorphisme linéaire de G sur |'espace tangent a la fibre
P,T(m) =z-G

V(P), =ker T,m = T,(z- G)

L'application (z, A) — A% est un isomorphisme du fibré
trivial P x G — P sur le fibré vertical V(P) — P.
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Q Pourtous A,/ BeGona: [A,B]=IAB].
© Pour tout z € P, I'application A +— A est un

isomorphisme linéaire de G sur |'espace tangent a la fibre
P,T(m) =z-G

V(P), =ker T,m = T,(z- G)

L'application (z, A) — A% est un isomorphisme du fibré
trivial P x G — P sur le fibré vertical V(P) — P.

© L'espace V(P) est C*°(P)-module libre de type fini
engendré par les champs de vecteurs fondamentaux.

7



Formes différentielles basiques

Soit w: P — M un H-fibré principal. On dira qu'une forme
différentielle 8 € Q(P) est basique s'il est a la fois
H-invariante et satisfait is«3 = 0 pour tout A € H.
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Formes différentielles basiques

Soit w: P — M un H-fibré principal. On dira qu'une forme
différentielle 8 € Q(P) est basique s'il est a la fois
H-invariante et satisfait is«3 = 0 pour tout A € H. Ce qui
équivaut, lorsque H est connexe, a

LyB=0 et irB=0.
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Formes différentielles basiques

Soit w: P — M un H-fibré principal. On dira qu'une forme
différentielle 8 € Q(P) est basique s'il est a la fois
H-invariante et satisfait is«3 = 0 pour tout A € H. Ce qui
équivaut, lorsque H est connexe, a

LyB=0 et irB=0.

On désigne par Q,(P) I'espace des formes basiques.
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Formes différentielles basiques

Soit w: P — M un H-fibré principal. On dira qu'une forme
différentielle 8 € Q(P) est basique s'il est a la fois
H-invariante et satisfait is« 5 = 0 pour tout A € H. Ce qui
équivaut, lorsque H est connexe, a

LyB=0 et irB=0.

On désigne par Q,(P) I'espace des formes basiques.

Proposition

L’homomorphisme 7* : Q(M) — Q(P) est injectif. L'image de
7* s'identifie a Qp(P).
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Démonstration.

L'injectivité de 7* découle du fait que les applications 7 et 7,
sont surjectives.
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Démonstration.

L'injectivité de 7* découle du fait que les applications 7 et 7,
sont surjectives. De plus, les relations

noR(a)=m, VaeH et 7,(A;)=0, VA€ H VzeP,

implique que 7 (Q2(M)) C Q,(P).
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Démonstration.

L'injectivité de 7* découle du fait que les applications 7 et 7,
sont surjectives. De plus, les relations

noR(a)=m, VaeH et 7,(A;)=0, VA€ H VzeP,

implique que 7*(2(M)) C Q,(P). Partant de 5 une k-forme
basique, il est facile de voir qu'on peux définir o € Q%(M) par

O‘X(X)}v"' 7X>£() :5Z(Yzla"' ’sz)

avec 71(z) = x et 7,(Y!) = X!, en plus 7*(a) = B.
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Démonstration.

L'injectivité de 7* découle du fait que les applications 7 et 7,
sont surjectives. De plus, les relations

noR(a)=m, VaeH et 7,(A;)=0, VA€ H VzeP,

implique que 7*(Q(M)) C Q,(P). Partant de 3 une k-forme
basique, il est facile de voir qu'on peux définir o € QX(M) par

O‘X(X)}v"' 7X>£() :52(\/21,--- >sz)
avec 71(z) = x et 7,(Y!) = X!, en plus 7*(a) = B.

Corollaire

On obtient un isomorphisme H(7) : H(M) = H(Q(P)).
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Cohomologie de I'espace projectif complexe

L'espace projectif complexe CP" est la base du S'-fibré
principal (fibré de Hopf) : 7w : St — CP".
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Cohomologie de I'espace projectif complexe

L'espace projectif complexe CP" est la base du S'-fibré
principal (fibré de Hopf) : 7 : $"*1 — CP". Désignons par A
un champ de vecteurs fondamental associé a I'action de S* sur
§2m+1 Linjection 7* : Q*(CP") — Q*(S2"*1) définit un
isomorphisme de Q*(CP") sur Q;(S5%™1). Le calcul de
H*(CP") est ramené au calcul de la cohomologie de
92(52n+1)'

47



Cohomologie de I'espace projectif complexe

L'espace projectif complexe CP" est la base du S'-fibré
principal (fibré de Hopf) : 7 : $"*1 — CP". Désignons par A
un champ de vecteurs fondamental associé a I'action de S* sur
§2m+1 Linjection 7* : Q*(CP") — Q*(S2"*1) définit un
isomorphisme de Q*(CP") sur Q;(S5%™1). Le calcul de
H*(CP") est ramené au calcul de la cohomologie de
Q;(S>™1). Pour cela, on montre (Exercice) que nous avons
une suite axacte courte :

0 —s Q*(52n+1) (Q*(S2n+1)) ia 92—1(52n+1) 0
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Cohomologie de I'espace projectif complexe

L'espace projectif complexe CP" est la base du S'-fibré
principal (fibré de Hopf) : 7 : $"*1 — CP". Désignons par A
un champ de vecteurs fondamental associé a I'action de S* sur
§2m+1 Linjection 7* : Q*(CP") — Q*(S2"*1) définit un
isomorphisme de Q*(CP") sur Q;(S5%™1). Le calcul de
H*(CP") est ramené au calcul de la cohomologie de
Q;(S>™1). Pour cela, on montre (Exercice) que nous avons
une suite axacte courte :

O_)Q*(52n+1) (Q*(52n+1))51 J Q- 1(52n+1)_>0

oll le complexe du milieu est celui des formes S!-invariantes.
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Cohomologie de I'espace projectif complexe

L'espace projectif complexe CP" est la base du S'-fibré
principal (fibré de Hopf) : 7 : $"*1 — CP". Désignons par A
un champ de vecteurs fondamental associé a I'action de S* sur
§2m+1 Linjection 7* : Q*(CP") — Q*(S2"*1) définit un
isomorphisme de Q*(CP") sur Q;(S5%™1). Le calcul de
H*(CP") est ramené au calcul de la cohomologie de
Q;(S>™1). Pour cela, on montre (Exercice) que nous avons
une suite axacte courte :

00— Q*(52n+1) (Q*(52n+1))51 ) Q* 1(S2n+1) =0

ol le complexe du milieu est celui des formes S'-invariantes.
En écrivant la suite exacte longue de cohomologie associée,
nous obtenons que pour tout j =1,--- ,non a

HA(CP") =R et HIT(CP") =0.
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Formes invariantes et cohomologie d’un

espace homogeéne G/H

Q L'espace (Q2“(G/H))® des formes différentielles
G-invariantes est isomorphe 3 I'espace (A\“(G/H)*)".
L'action de H sur \“(G/H)* étant définie par :

(a- N +H, - u+H) =
)\(Ad(a_1)(u1) + H, s ,Ad(a_1)(uk) + H)

O La différentielle & : A“G* — A*™ G*, induit une
application linéaire bien définie
I (NG/H) = (NTH(G/H)*)!. Cette application
coincide avec la différentielle usuelle suite a
I'identification de ((G/H))¢ = (A(G/H)*)".

© Lorsque G est compact connexe, on a
H(G/H) = H(((\(G/H)" )™, Bu)).
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Connexion sur P —+ M un G-fibré principal

Notons V(P) le fibré tangent vertical.
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Connexion sur P —+ M un G-fibré principal

Notons V(P) le fibré tangent vertical.

Définition

On appelle connexion sur P la donnée d’un sous-fibré
différentiable H — P du fibré tangent TP, tel que

TP=V(P)® H

et
Hie=H;-g

pour tousz € P et g € G.
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Connexion sur P —+ M un G-fibré principal

Notons V(P) le fibré tangent vertical.

Définition

On appelle connexion sur P la donnée d’un sous-fibré
différentiable H — P du fibré tangent TP, tel que

TP=V(P)®o H
et
Hie=H;-g
pour tousz € P et g € G.

Désignons par H le C>°(P)-module des sections du fibré

H — P, c’est le module des champs de vecteurs horizontaux.
Tout champ de vecteurs X sur P se décompose en une somme
X" 4+ X avec X" champ horizontal et X“ champ vertical.

5Y)



Relevement des champs de vecteurs

Soit m: P — M un G-fibré principal muni d'une connexion.
Pour tout z € P, la restriction de la différentielle de la
projection a H, réalise un isomorphisme

H, — oM
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Relevement des champs de vecteurs

Soit m: P — M un G-fibré principal muni d'une connexion.
Pour tout z € P, la restriction de la différentielle de la
projection a H, réalise un isomorphisme

H, — oM

Il 'en résulte que pour tout X, € T,.M (x = 7(z2)),

il existe un
unique vecteur tangent X, € H, tel que m.(X;) = X,.
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Relevement des champs de vecteurs

Soit m: P — M un G-fibré principal muni d'une connexion.
Pour tout z € P, la restriction de la différentielle de la
projection a H, réalise un isomorphisme

H, — oM

Il 'en résulte que pour tout X, € T,M (x = 7(z)), il existe un
unique vecteur tangent X, € H, tel que m.(X;) = X,.
Désignons par #H le C°°(P)-module des sections du fibré
H — P, c'est le module des champs de vecteurs horizontaux.
Tout champ de vecteurs X sur P se décompose en une somme
X" 4+ X avec X" champ horizontal et X“ champ vertical.
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Formes de connexion

Soit m: P — M un G-fibré principal muni d'une connexion.
Puisqu'on V(P) — P est naturellement isomorphe au fibré
trivial P x G — P,

5Q



Formes de connexion

Soit m: P — M un G-fibré principal muni d'une connexion.
Puisqu'on V(P) — P est naturellement isomorphe au fibré
trivial P x G — P, nous obtenons une 1-forme différentielle w
sur P a valeurs dans |'algebre de Lie G.
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Formes de connexion

Soit m: P — M un G-fibré principal muni d'une connexion.
Puisqu'on V(P) — P est naturellement isomorphe au fibré
trivial P x G — P, nous obtenons une 1-forme différentielle w
sur P a valeurs dans I'algebre de Lie G. On obtient une
troisieme définition équivalente :

Une connexion sur P est la donnée d'une 1-forme w sur P a
coefficients dans G telle que

(i) w(A*) = A pourtout Aeg

(i) wyg(Z:.8) = Ad(g 1 )w.(Z,) pour tout Z, €
T,Pettoutge G
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Forme de Maurer-Cartan sur un groupe de

Lie

Notons w : TG — G la forme sur G dite "de Maurer-Cartan”,
définie par 6(gA) = A pour tout g € G et tout A € G.
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Forme de Maurer-Cartan sur un groupe de

Lie

Notons w : TG — G la forme sur G dite "de Maurer-Cartan”,
définie par 6(gA) = A pour tout g € G et tout A € G. Sur le
fibré trivial G — -, w est une forme de connexion.
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Forme de Maurer-Cartan sur un groupe de

Lie

Notons w : TG — G la forme sur G dite "de Maurer-Cartan”,
définie par 6(gA) = A pour tout g € G et tout A € G. Sur le
fibré trivial G — -, w est une forme de connexion. Soit

B ={ey, - ,e} une base de G et désignons par

B* ={e1, -+ ,&,} sa base duale. L'unique forme invariante a
gauche sur G obtenue par translation 3 gauche de £ sera
notée w'.
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Forme de Maurer-Cartan sur un groupe de

Lie

Notons w : TG — G la forme sur G dite "de Maurer-Cartan”,
définie par 6(gA) = A pour tout g € G et tout A € G. Sur le
fibré trivial G — -, w est une forme de connexion. Soit

B ={ey, - ,e} une base de G et désignons par

B* ={e1, -+ ,&,} sa base duale. L'unique forme invariante a
gauche sur G obtenue par translation 3 gauche de £ sera
notée w’. On obtient alors facilement :

,
w = E w' ® e
1
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Introduisant les constantes de structure de G relativement a la
base B :

.
e, e =Y Cpeei
i=1
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Introduisant les constantes de structure de G relativement a la
base B :

.
e, e =Y Cpeei
i=1

La différentielle de w' est alors :

. o 1 o
dw' == G Nwf=—2% Gl Aot

i<k ik
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Introduisant les constantes de structure de G relativement a la
base B :

,
e, e =Y Cpeei
i=1
La différentielle de w' est alors :
. .. 1 ..
dw' == G Nwf=—2% Gl Aot
j<k .k

[l en découle

1 o 1
dw = _E(JZ;WJ ANw" ® [ej, e]) = —Ew/\w
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Introduisant les constantes de structure de G relativement a la
base B :

,
e, e =Y Cpeei
i=1
La différentielle de w' est alors :

. . 1 .
dw' = — E Cj’kw’/\wk:—§ E Cip A w*
Jok

j<k
[l en découle

1 o 1
dw = _E(JZ;WJ ANw" ® [ej, e]) = —Ew/\w

Nous obtenons I'équation dite de Maurer-Cartan :

1
dw—|—§w/\w:0

68



Forme de courbure

Définition

Etant donnée une forme de connexion w sur un G-fibré
principal P, on appelle forme de courbure la 2-forme sur P a
coefficients dans G

Q= dw + [w,w],

oll [w,CU](Zl,Zg) = [U.J(Zl),CU(ZQ)].
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Forme de courbure

Définition

Etant donnée une forme de connexion w sur un G-fibré
principal P, on appelle forme de courbure la 2-forme sur P a
coefficients dans G

Q= dw + [w,w],

oll [w,CU](Zl,Zg) = [w(Zl),w(Zg)].

Puisque le produit extérieur w A w relatif au crochet dans
I'algebre de Lie est défini par
(wAw)Zy, 2p) = [w(Zh),w(22)] — [w(Z2),w(Z1)], on peut
écrire aussi :

Q=dw+ % WA w.
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Forme de courbure

Définition

Etant donnée une forme de connexion w sur un G-fibré
principal P, on appelle forme de courbure la 2-forme sur P a
coefficients dans G

Q= dw + [w,w],

oll [w,CU](Zl,Zg) = [w(Zl),w(Zg)].

Puisque le produit extérieur w A w relatif au crochet dans
I'algebre de Lie est défini par
(wAw)Zy, 2p) = [w(Zh),w(22)] — [w(Z2),w(Z1)], on peut
écrire aussi :

Q=dw+ % WA w.

(21, 25) = Z1(2o) — Zow( gl —wl[Z, ] + [w(4), w(Z)]



Propriétés de la courbure

o
2%y, 22) = dw(Zy, Z7) = —w([2{, Z3))
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Propriétés de la courbure

o
2%y, 22) = dw(Zy, Z7) = —w([2{, Z3))

Q Q est nulle si, et seulement si le fibré horizontal
H = Ker w est involutif.
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Propriétés de la courbure

o
2%y, 22) = dw(Zy, Z7) = —w([2{, Z3))

Q Q est nulle si, et seulement si le fibré horizontal
H = Ker w est involutif.

© La 2-forme de courbure est une 2-forme tensorielle a
valeurs dans le G-module (G, Ad) : Pour tout champ
vertical Z on a iz = 0 et pour tout g € G et Z}, Z? on
a

Q(Z}-g,22 - g) = Ad,Q(Z}, Z2)
@ L'équation de Bianchi : dQ = [Q,w], i.e.
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Propriétés de la courbure

o
2%y, 22) = dw(Zy, Z7) = —w([2{, Z3))

Q Q est nulle si, et seulement si le fibré horizontal
H = Ker w est involutif.

© La 2-forme de courbure est une 2-forme tensorielle a
valeurs dans le G-module (G, Ad) : Pour tout champ
vertical Z on a iz = 0 et pour tout g € G et Z}, Z? on
a

Q(Z}-g,22 - g) = Ad,Q(Z}, Z2)
@ L'équation de Bianchi : dQ2 = [Q,w], i.e. Si I'on choisit

{e1,-+- , €} une base de G, on :
dQ=> GV Ak
ok
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Connexions invariantes sur les espaces

homogenes réductifs

Soient G un groupe de Lie, K un sous-groupe de Lie fermé, G
et IC leur algebre de Lie.
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Connexions invariantes sur les espaces

homogenes réductifs

Soient G un groupe de Lie, K un sous-groupe de Lie fermé, G
et K leur algebre de Lie. On suppose que G/K est un espace
homogene réductif :
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Connexions invariantes sur les espaces

homogenes réductifs

Soient G un groupe de Lie, K un sous-groupe de Lie fermé, G
et K leur algebre de Lie. On suppose que G/K est un espace
homogene réductif : on s'est donné un supplémentaire M de
KC dans G invariant par la représentation adjointe de K dans G.

78



Connexions invariantes sur les espaces

homogenes réductifs

Soient G un groupe de Lie, K un sous-groupe de Lie fermé, G
et K leur algebre de Lie. On suppose que G/K est un espace
homogene réductif : on s'est donné un supplémentaire M de
KC dans G invariant par la représentation adjointe de K dans G.
Pour tout A € G, notons respectivement Ax et Apq les
projections de A sur I et M,
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Connexions invariantes sur les espaces

homogenes réductifs

Soient G un groupe de Lie, K un sous-groupe de Lie fermé, G
et K leur algebre de Lie. On suppose que G/K est un espace
homogene réductif : on s'est donné un supplémentaire M de
KC dans G invariant par la représentation adjointe de K dans G.
Pour tout A € G, notons respectivement Ax et Apq les
projections de A sur C et M, et A* le champ de vecteurs
invariant a gauche sur G engendré par A.

20






Théoréeme

89



Théoreme

(i) La I-forme w : TG — K définie par w(A*) = A est une
forme de connexion sur le K-fibré principal G — G /K. Elle est
en outre G-invariante a gauche.

(ii) Réciproquement, a toute connexion w sur le G-fibré
principal G — G /K qui soit G-invariante a gauche (lorsqu'elle
existe) est associée une décomposition G = K & M et que w
est obtenue comme dans (i).

(iii) La courbure de cette connexion est la 2-forme tensorielle
Q définie par

Q(A", B*) = —[Anm;, Budlk-

Q2



Lorsque B = {ey, - , €} une base de G telle que {ey, - , e/}
est une base de K et {e/1, -+, ey} est une base de M

Q4



Lorsque B = {ey, - , €} une base de G telle que {ey, - , e/}
est une base de KC et {e/1, -+, en} est une base de M et si
B* ={e1, -+ ,en} est la base duale de B.

(9159



Lorsque B = {ey, - , €} une base de G telle que {ey, - , e/}
est une base de KC et {e/1, -+, en} est une base de M et si
B* ={e1, -+ ,en} est la base duale de B. Les composantes
de la courbure €2 sont données par :

Q=- ) CGunrwk

r<j<k<N
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