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La classe d’Euler, étudiée dans ce mini-cours, est le premier exemple de classe caractéristique
qu’on rencontre en géométrie différentielle, ¢’est une obstruction a I’existence d’une section d’un
fibré orienté en sphéres S™!, et en particulier obstruction & l'existence d’une section partout
non nulle d’un fibré vectoriel orienté de rang r. Pour les fibrés en sphéres associés a un fibré
vectoriel réel orienté de rang pair, il est aussi possible la définir a ’aide de la courbure d’une
connexion riemannienne (théoréme de Gauss-Bonnet). Il existe des fibrés en sphéres SE pour
lesquels il n’existe pas de fibré vectoriel dont le fibré en spheéres associé soit isomorphe & SE.

Dans ce texte p : SE — V désignera un fibré différentiable en sphéres S"~!, pas nécéssaire-
ment associé a un fibré vectoriel.

1 Espaces fibrés localement triviaux

Soit V une variété différentiable sans bord et F' une variété différentiable a bord.

Définition 1.1. Se donner un fibré différentiable localement trivial de base V , fibre-type F
(ou plus bricvement fibre), et d’espace total E, c’est se donner une variété différentiable E et
une application différentiable m: E — V telles que tout point de V' admette un voisinage ouvert
U dans V' possédant la propriété suivante :

Il existe un difféomorphisme @y : F x U — 7= YU) tel que 7|y o Py = po,

ol Py désigne la deuxiéme projection.

Cette définition implique en particulier que 7 soit une submersion de E sur V, et que la
restriction @, de ® a F x {m} = F soit un diffeomorphisme de F' sur I'image réciproque
E,, = 7 (m) d’'un point m de V (on appelle E,, la fibre de E en m).

Un difféomorphisme tel que ®;; s’appelle une trivialisation locale de E.
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Définition 1.2 (Fibrés triviaux). On prend pour E le produit F x V des deuzx variétés fibre et
base, et pour m la deuxieme projection ps.

Définition 1.3. On appelle section (sous-entendu : différentiable) du fibré m : E — V toute
application différentiable s : V. — E telle que wo s soit l'identité dans V.

Comme le prouve 'existence de surfaces n’admettant pas de champs de vecteurs partout
définis et de norme 1 pour une métrique riemannienne donnée, de telles sections n’existent pas
toujours.

Définition 1.4. On appelle morphisme (resp. isomorphisme) du fibré # : E — V dans
(resp. sur) le fibré ©' : E' — V de méme base V' toute application différentiable (resp. tout
difféeomorphisme) f : E — E' telle que 7' o f = 7 : la restriction f,, de f a une fibre E,, prend
ses valeurs dans la fibre E! .

Lorsque le bord OF de F' n’est pas vide, le bord OF de l'espace total E s’identifie & =
UmevOFE,, et posséde naturellement une structure de fibré différentiable

or :0F =V

de base V et fibre OF. On notera alors ¢ : 0E — E l'inclusion naturelle, qui vérifie mor = On
et est donc un morphisme d’espaces fibrés.

Etant donnés un systéme de coordonnées locales © = (xy, - ,x,) sur un ouvert U de la
base V' du fibré, et un systéme de coordonnées locales y = (i, - ,y,) sur sa fibre-type F', on
obtient naturellement un systéme de coordonées locales (x,y) sur F' x U, et par conséquent
sur 'espace total du fibré F|y a 'aide du difféomorphisme donné par une trivialisation locale

Oy Fx U aH(U).

Définition 1.5. Un tel systeme de coordonnées locales sur l’espace total du fibré sera dit adapté
a la fibration.

Si (2/,y') désigne un autre systéme de coordonnées locales adapté, le changement de coordonnées

locales est de la forme = = z(2'),y = y(2/,y'), avec dét(%) et dét (%) partout
# 0.

Soit 7w : B — V un fibré différentiable, et f : V' — V une application différentiable. Soit £’
le sous-ensemble de V' x E constituépar les couples (m/, e) tels que f(m') = 7(e). L’application
7 ¢ E' — V' définie par ' ((m’,e)) = m’ fait de £’ un fibré différentiable localement trivial
de base V' et de méme fibre-type F' que £ :si ® : F x U = E |u est une trivialisation
locale de E, on définit une trivialisation locale ® : F' x f~Y(U) — E'|;-1q; de E" en posant
(N, m') = (X, f(m')) pour tout A € F et m’ € f~'(U). La fibre E/,, de E’ en un point
m' € V' est naturellement difféomorphe & Ey(,,y. On identifiera souvent ces deux espaces.

Définition 1.6 (Images réciproques). Le fibré ' : E' — V' est appelé image réciproque de E
par f, et est parfois noté f~H(F).

Par exemple :
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Définition 1.7 (Fibrés induits). Pour toute sous-variété différentiable W de V', l’image réci-
proque d’un fibré E de base V' par linclusion W C V' posséde une structure naturelle de fibré
différentiable de base W et de méme fibre-type que E, qu’on appelle le fibré induit par E sur
W, ou restriction de E a W, et qu’on notera E|yy .

Soient m; : By — V et my : Ey — V deux fibrés différentiables localement triviaux de
méme base V| et de fibres-type respectives F; et F,. Le sous-espace F, Xy Fy de E; X Ej
défini comme 'ensemble des couples (e, e3) € Ey X Fj tels que m(e;) = ma(ez) posseéde une
structure naturelle de fibré localement trivial de base V' et de fibre-type F} x Fj, la projection
d’un point (e1,e9) € Ey Xy Ey étant égale a mi(ey) (= ma(ez)) : si @1 @ Fy x U = Eyly et
b, : Fy xU = Es|y désignent des trivialisations locales de Fy et Ey au dessus d’'un méme
ouvert U de V', on définit une trivialisation locale ® : (F} X ®3) x U — (E} Xy Ey)|y en posant
CID(()\l,)\g),m) = (@1()\1,m),<132()\2,m)) pour tous A\ € Fy, Ay € Fy et m € U. La fibre de
Ey Xy Ey en un point m € V est égale & (E1)m X (F2)m.

Définition 1.8 (Produits fibrés). Le fibré Ey Xy Ey — V' ainsi défini est appelé produit fibré
de E1 et E2.

Définition 1.9 (Champs de vecteurs projetables). On dit qu’un champ de vecteurs X sur
lespace total E d’un fibré différentiable localement trivial m : E — V_est projetable si, pour
tous e, ex appartenant a la méme fibre E,,, les images m, (X.,) et 7, (X.,) de X, et de X., sur
T,V par la différentielle m, de m sont les mémes. Il existe alors un unique champ de vecteurs
X sur 'V, parfois noté m.(X), dont la valeur en m est la projection m.(X.) pour n’importe quel
e au dessus de m .

Exercice 1.1.

(i) Soit X un champ de vecteurs projetable sur l’espace total E d’un fibré m: E — V, et (¢y): le
flot qu’il engendre. Soit X = m,(X) sa projection sur V, et (3;), le flot correspondant. Montrer
que les difféomorphismes locaux @, vérifient @, om = 7o, pour tout t, et appliquent donc fibres
sur fibres.

(17) Soient X et Y deux champs de vecteurs projetable sur E. Montrer que le crochet [)N(, 37] est
encore un champ de vecteurs projetable. Vérifier la formule :

7. ([X,Y]) = [m(X), m.(Y)].

Orientation et intégration le long des fibres

On dira qu'un fibré différentiable localement trivial £ — V', dont les fibres sont de dimension
r, est orientable si ses fibres sont orientables et peuvent étre orientées de fagon "compatible"
au sens suivant : il existe une r-forme 7 sur 'espace total E, dont la restriction 7|z, a chaque
fibre E,, est une forme volume sur cette fibre (notée désormais pour simplifier 7,, plutét que
Nlg,, ). On dira que deux telles formes 7 et 7’ définissent la méme orientation sur F, si elles
induisent sur chaque fibre des formes volume de méme signe : c’est une relation d’équivalence,
et 'on appelle orientation du fibré la classe d’équivalence d’une telle forme 7. Si les fibres sont
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compactes, on peut toujours supposer que f 5 NTm = 1, une fois E orienté, quitte a diviser n
par une fonction sur V' partout > 0 : on dira alors que 7 est "normalisée".

Remarque 1.1. Une autre définition équivalente de l'orientabilité d’un fibré E — V de fibre
type F est que la fibre type F est orientable et qu’il existe un recouvrement ouvert (Uy) de V
et des trivialisations locales p~*(U,) — F x U, tels que les difféomorphismes de recollements
9ap(y) € Diff(F) préservent lorientation de F' pour tous x € U, N Ug.

Exercice 1.2. Soit TM — M le fibré tangent d’une variété différentiable M. Montrer que :
1. L’espace total T M est une variété orientable.

2. Le fibré tangent TM — M est un fibré orientable si et seuelement si la variété M est
orientable.

Remarque 1.2 (Convention : Orientation produit local "fibre d’abord"!).

Lorsqu’un fibré E — V' est orienté par n et que la base V' est orienté par wy alors l’espace total
est orienté par wg := nAp*wy, c’est lorientation produit local "fibre d’abord”. On peut montrer
(exercice) : Si on munit le bord JF de l'orientation de stokes et la variété OF de
P’orientation produit local "fibre d’abord", alors celle-ci coincide avec ’orientation
de stokes de OF en tant que bord de la variété E.

Exercice 1.3. Montrer que la bande Moebius

M= ([—1, 1] x [0,27r]>/72 ,

qui est lespace quotient du produit [—1,1] x [0, 27| par la relation d’équivalence (t,0) S (—t,2m)
consistant, pour tout t € [—1,41], a identifier les points (t,0) et (—t,2m), peut étre munie d’une
structure de fibré de base le cercle S, et de fibre lintervalle [—1+ 1]. Montrer que ce fibré n’est
pas orientable, bien que sa base et sa fibre-type le soient.

Soit m : £ — V un fibré orienté de fibre-type F' de dimension r. On rappelle que le support
suppw d’une forme différentiable w est 'adhérence de I’ensemble des points ot w # 0. On dira
qu'une forme w est & support verticalement compact si pour tout compact K C V, I’ensemble
71(K) N suppw est compact. On désigne par Q% (F) l'espace de telles formes. Notons que
Q5(F) = Q(FE) lorsque F' est compacte, et que Q5 (E) = Q5(F) lorsque V' est compacte. On
va définir une application linéaire

][ QL) - O (V).

que l'on appelle intégration le long de la fibre.
Soit w € QLP(E) (avec p > 0). Pour tout € Vet X!, .-+ X? € T,V, on intégre sur le
fibre E, la forme a support compact w™#X¢ définie par :

1 ... D o ol
wiXe X (YY) o w (YYD X XD

pour tout z € B, et Y- | Y7 € T.E, ou X! € T.E avec 7, * (X?) = X! et on pose

(][w)x(X;, o XP) = / X XE
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— Lorsque w est une r-forme (p = 0), on obtient une fonction sur V' :

][w DT W|E,

— Le fibré trivial F' x U — U : Supposons la variété F' orientée par une forme volume wp.
Notons p; : (y,x) — z et ps : (y,x) — x les deux projections de F'x U respectivement sur
F et sur V. Lorsque « est une forme différentiable sur F' et 8 est une forme différentiable
sur V', on pose a x B := pia A p3 l'espace de telles formes différentiables engendre le
C*°(FE)-module des formes différentiables sur F' x V. Si f € C*(F), l'intégrale le long
de la fibre de la forme w = fa x f est donnée par :

si|al<r
][fozxﬂ { ([ f(,2)a)B si |al|=r

Théoréme 1.1. L’intégration le long de la fibre vérifie les formules suivantes :
(i) fom =0,
(17) f (an W*B) = (JC @) AB  (formule de la projection).

(i14) fed—(=1)dof =+F o (formule de Stokes),
ol L deszgne lmcluszon naturelle OF C E du bord fibré de E dans E. En particulier, si F' est

sans bord
fod = (—1)Tdo f
(1v) En outre, si la base V' est compacte, est vérifiée la formule de Fubini :

[=]

Corollaire 1.1 (Opérateur d’homotopie). Deuz applications différentiables différentiablement
homotopes induisent la méme application en cohomologie de de Rham.

Démonstration. Soit h : V' x [0,1] — V une homotopie différentiable entre deux applications
différentiables hg et hy de V'’ dans V. D’aprés la formule de Stokes, 'intégration foldes formes
différentielles sur V'’ x [0, 1] le long de la fibre de la projection p; : V/ x [0,1] — V', composée
avec h* : Qyp(V) = Qpe(V! x [0,1]) vérifie folodoh* +do folo h* = h} — hj. Par conséquent
hi(a) — hi(a) = d(folo h*(a)) dés que « est une forme fermée. O

2 Classe d’Euler des fibrés orientés en sphéres

Puisque la fibre S""! est sans bord, I'intégration f QLp(SE) — Q5 5HV) le long de la

fibre commute (au signe prés) avec la différentielle d’aprés la formule de Stokes, et induit par
conséquent une application H*(SE) — H*~"*1(V) en cohomologie, encore notée fp.
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Puisque fpo p* = 0, I'image réciproque p* : Q5p(V) — Q5 z(SE) prend ses valeurs dans le
noyau K de l'intégration jfp: QHR(SE) — Q55T (V) le long de la fibre.

Lemme 2.1. Le morphisme p* : Q5 p(V) — K induit un isomorphisme
pk - H'(V) = H'(K)
en cohomologie.

Démonstration.

Premiére étape : Supposons d’abord le fibré trivial SE = S™~! x V, p étant la deuxiéme projec-
tion. La méthode consiste alors a remplacer I'algebre Q% (SF) par la sous-algébre Q3,5 (S" ) ®
Q5 (V) @ larestriction I; a cette sous-algébre de I'intégration I = fp le long des fibres est égale
& [goo1 ®Idas vy, et 'image réciproque des formes différentielles p* : Q55 (V) — Qpz(SE) se
factorise a travers la sous-algebre par l'application 1 ® Idgs: (v). Puisque

Ker I = (5 (5™ @ d Q5(5™)) @ Qpa(V),

on vérifie facilement que 1 ® Idg: (v) induit un isomorphisme en cohomologie de H *(V) sur
H*(Ker I;). Comme le diagramme commutatif suivant de suites exactes courtes

0 = Ker i — Qpp(S" )@ Qpa(V) =5 Qpa(V) — 0
i 4 |
0 - K = 0 R(E) L (V) = 0
induit en cohomologie un isomorphisme de suite exactes longues d’aprés le lemme des cing, la
conclusion en résulte.

Deuzieme étape : Soit V' = Uy U U; un recouvrement de V par deux ouverts Uy et U;. Notons
SEy, SE1 et SEg les restrictions du fibré en sphéres SE a Uy, U; et Uy;. On définit alors le
diagramme commutatif suivant, entre modules différentiels gradués :

0 0 0
4 { {
K Ko @ Ky Ko
4 1 1

0 = Qa(SE) = Q5u(SE) @ QR(SE) -2 Qp(SEy) — 0

| |
Fs Fs+ts fs
! \J

1
0 = Qppt (V) — Qo (Us) @ Up™' () = Qpa (Un) — 0,
1 1l 1

0 0 0
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ot §(wp,wr) = w1 —wy, tandis que K, Ky, K; et K¢ désignent les noyaux des fleches verticales.
Le lemme du serpent permet d’en déduire une suite exacte

O—>K—>K0@K1L>K01—>Oa

d’ott un diagramme commutatif de modules différentiels gradués

0

0 — K — K(] @D K1 — K01 — 0
T T T
Pk Pk, T P, Pico:

| | |
0 = Qp(V) = QaUo) @ Qp(Uy) - Q5(Un) — 0.

Passant a la cohomologie, on obtient alors un morphisme des suites exactes longues de Mayer-
Vietoris.

Si les fleches verticales pj , pk, et pk,, induisent des isomorphismes en cohomologie, le
lemme des cinq permet donc d’affirmer qu’il en est de méme pour pj.. Lorsque la variété V est
compacte, elle est réunion d’un nombre fini d’ouverts au dessus de chacun desquels le fibré SE
est trivial, et une récurrence sur le nombre de ces ouverts nous permet alors de conclure.

Troisieme étape : Lorsque la variété V' n’est pas compacte, mais seulement paracompacte,
elle admet un recouvrement localement fini par une famille dénombrable (0,,), d’ouverts 6,
relativement compacts (tout point de V n’appartient qu’a un nombre fini d’ouverts 6,,), et il
existe une partition de I'unité par des fonctions p,, : V' — [0, 1] subordonnée a ce recouvrement
(le support de p,, est inclus dans 6,, pour tout n, et > p, =1).
La fonction f: V — [0, +o0] égale a
F=Y_ npn
n

est propre (I'image réciproque de tout compact est un compact). La variété V' est recouverte
par les compacts Kn = f~'([n — 5,n + 2]) et les ouverts U}, = f~*(Jn — 5, n+ 3[) :

Ul C K,.

Le compact K, peut étre recouvert par une réunion finie d’ouverts trivialisants pour le fibré
SE, et par conséquent 'ouvert U], aussi.

Les ouverts Uy, étant tous disjoints, leur réunion Uy = U; Uj; est également recouvert
par une réunion finie d’ouverts trivialisants pour SE, de méme que U; = U; Uy, . Puisque
V = Uy U Uy, elle peut donc étre recouvert par une réunion finie d’ouverts trivialisants pour le
fibré SFE, il suffit d’appliquer le résultat de la deuxiéme étape pour conclure. n

Théoréme 2.1 (suite exacte de Gysin).

La suite

s (V) - B (V) S BY(SE) h, H (V) =
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est exacte, avec G = (pi )10 0, O désigne le connectant en cohomologie de la suite ezacte longue
induite par la suite exacte de modules différentiels gradués

0= K - Q1 (SE) 25 Qi (V) = 0 .

Démonstration. 11 suffit en effet, pour conclure, de remplacer H*(K) par H*(V) a 'aide de
I'isomorphisme pj- du lemme qui précede, dans la suite exacte longue induite en cohomologie
par la suite exacte courte ci-dessus.

[]

Le morphisme G : H*"(V') — H*(V) de cette suite exacte est appelée morphisme de Gysin,
et la suite exacte précédente suite exacte de Gysin.

Définition 2.1 (classe d’Euler). La classe de cohomologie
Eul(p) = —G([1])

dans H"(V'), image de —[1] € H*(V') par le morphisme de Gysin', s’appelle la classe d’Euler
du fibré en sphéres.

Définition 2.2. Une (r — 1)-forme normalisée n sur SE est appelée forme angulaire globale.
Par extension, on appellera encore forme angulaire globale toute (r — 1)-forme n sur SE telle
que J%) n = 1, autorisant éventuellement la restriction 0, de n a s’annuler en certains points de

la fibre SE,,.

Lemme 2.2 (classe d’Euler et formes angulaires globales).
(1) Pour toute r-forme fermée e sur'V représentant Eul(p), il existe une forme angulaire globale
n, telle que

dn = —p*(e).
(17) Sin est une forme angulaire globale et vérifie dn = —p*(e), e est une forme fermée repré-
sentant la classe d’Euler.
(i1i) Si e représente la classe d’Euler, et si dn = —p*(e), n est nécéssairement une forme

angulaire globale.

(1v) Le morphisme de Gysin est égal a 'opposé de la multiplication par la classe d’Euler :

G() = =leAn].

1. L’intégration Eul(p) —~ [V] de la classe d’Euler, lorsque V' est une variété de dimension 7, est un entier,
égal a la somme des degrés locaux d’une section a singularités isolées (théoréme de Poincaré-Hopf). C’est
précisément, pour avoir une telle formule, que 'on met le signe - dans la définition de Eul(p) = —G([1]),
convention qui pourrait a priori sembler artificielle.
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Démonstration. Si 1 est une forme angulaire globale sur SFE, le connectant
0 : H(V) — H*™(SE) est donné par la formule d([y]) = [d(n A p*(7))]k, ou [..]x dé-
signe la classe de cohomologie dans K, soit d([y]) = [dn A p*(7)]k. En particulier, pour [y] = 1,
J([1]) = [dn] k. Puisque pj; est un isomorphisme, il existe, pour tout représentant e de la classe
d’Euler, un élément = € K tel que dn + p*(e) = dz. La forme n' = n — z est encore une forme

angulaire globale, et vérifie dy = —p*(e). Plus généralement, 9([y]) = —[p*(e A 7))k, soit
G(]) = —le Al

Réciproquement si 1 est une forme angulaire globale et vérifie dn = —p*(e), la forme e est
nécéssairement fermée car p* est injectif au niveau des formes, et G([e]) = —[1], ce qui prouve
que e est nécéssairement un représentant de la classe d’Euler.

Enfin, si e représente la classe d’Euler, et si 7 est une forme sur E telle que dn = —p*(e), n
est nécessairement une forme angulaire globale. Il existe en effet une forme angulaire globale 7
vérifiant dny = —p*(e) ; on en déduit 'existence d’'une r —2-forme u sur SE telle que = no+du,

dfou : fp n=1 —|—fp du. Mais fp du = :I:djfpu, et fpu ne peut qu’étre nulle pour des raisons de
dimension.

O

Théoréme 2.2. La classe d’Euler Eul(p) est nulle dans les deux cas suivants :
- l’entier r est impair,
- Uentier r est pair, et le fibré p: SE — V admet une section.

Démonstration.
Avec les notations ci-dessus, soit e € Q7 (V) une forme fermée représentant Eul(p), et n
telle que dn = —p*(e).
Si r est impair, p*(e) An est donc égal & —3 d(n A7), et e = —3 dfp(n An) est un cobord.
Sip: SE — V admet une section s, I'égalité dn = —p*(e) implique, quelle que soit d’ailleurs
la parité de r :
e =d(—s"(n)).

Corollaire 2.1. Sil existe une section de SE, ou si r est impair, la suite

. 1
0— H*(V) 25 H*(SE) & H* (V) = 0
est exacte.

Démonstration. En effet dans ces cas 14, e = 0, le morphisme de Gysin [y] — —[e A 7] est nul,
et px est injectif en cohomologie. O

Exercice 2.1. Montrer la "naturalité” de la classe d’Euler : st p : SE — V désigne un fibré
en spheéres , et f: V' — V une application différentiable, alors :

Eul(f~(p)) = f*(Eul(p)),

ou f~1(p) désigne le fibré en sphéres image réciproque de p.
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Remarque 2.1. La classe d’Euler d’un fibré en sphéres S™™1 apparait donc, au moins lorsque
r est pair, comme une "obstruction” a l’existence d’une section. En particulier, il n’est pas
étonnant que p*(e) soit un cobord dans SE, puisque le fibré image réciproque de p~'(p) de base
SE admet une section évidente (appelée section tautologique ).

Exercice 2.2. Montrer que si la classe d’Euler Eul(p) est nulle, il existe un isomorphisme
d’espace vectoriels gradués

H(V)® H(S™™") = H(SE) 2

Remarque 2.2 (Théoréme de Leray-Hirsch). (voir [2] p. 50).
Soit F' une variété compacte et w: M — V un fibré localement trivial orienté de base V wvariété
compacte connexe. On suppose que pour un certain x € V, il existe des classes de cohomologie

e, - ex € H(M) telles que leurs restrictions o H(M,) engendre l'algebre de cohomologie de
la fibre M,. Alors : H(M) est un H(V')-module libre engendré par ey, --- ,e,. On a donc

H(M)= H(V)® H(F).

3 Classe de Thom et Classe d’Euler topologique

Soit V' une variété compacte orientée de dimension n et 7 : £ — V un fibré vectoriel orienté
de rang r. Une orientation naturelle de la variété E en est alors induite. Par dualité de Poincaré,
nous obtenons des isomorphismes : Py : H'™*(E)—H,_1(E) ¢t Py : H*(V)—H,_(V). D’un
autre coté, ’homomorphisme H,(7) : H.(V) — H.(FE) est un isomorphisme (pour une section
arbitraire s du fibré on a mo s = idy et som est homotope a idg : il suffit d’utiliser la structure
d’espace vectoriel des fibres). Nous obtenons ainsi par composition un isomorphisme :

T (V)-S5 (B),

appelé isomorphisme Thom. De maniére plus explicite, on considére 'opérateur d’intégration
le long des fibres £ : QI7*(E) — Qf(V); celui-ci commute aux différentiels et passe a la
cohomologie :

H(][) : HI'Y(E) — H*(V).

Il est facile de voir (en utilisant le théoréme de Fubini de l'intégration le long des fibre) que
c’est la bijection inverse de Iisomorphisme de Thom? : H (f) =7 L

La classe de cohomologie T (1) € H’(E), image de 1 € H°(V) par I'isomorphisem de Thom,
sera appelée classe de Thom de E; elle sera notée 7(FE). Autrement dit, c’est 'unique calsse
dans H!(FE) dont l'intégrale sur la fibre E, est égale a 1, pour tout x € V. Comme exercice
facile, on montre la propositon qui suit.

2. voir [3] page 324 pour le corrigé et plus de précisions.
3. en fait lorsque V n’est pas compacte, on peut toujours étendre 'intégration le long des fibres aux formes
a support compacts dans la direction de la fibre et obtenir un isomorphisme de Thom plus général [2]
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Proposition 3.1. Sid € QL(E) est un représentant de la classe de Thom , alors l’isomorphisme
de Thom T : H*(V)) — H1"(E) est réalisé par lapplication [w] — [7*(w) A ¥].

On vérifie sans probléme le lemme qui suit.

Lemme 3.1. Soit ¥ € QL(E) un représentant de la classe de Thom, et soit s une section
arbitraire de E. Alors la classe de cohomologie [s*0] € H"(V') ne dépend pas des choixz de 9 et
S.

On notera alors e.(F) € H"(V) la classe de cohomologie [s*] (on peut prendre pour s la
section nulle par exemple) ; on 'appellera classe d’Euler topologique du fibré vectoriel £ — V.

Lemme 3.2. Soit 1 : E — V un fibré vectoriel orienté. Alors : L’existence d’une section
s:V — E partout non nulle implique la nullité de la classe d’Euler topologique.

Démonstration du lemme. Soit <, > une métrique riemannienne sur F. Désignons par
p: E — IR la fonction radiale définie par p(v) =|| v ||. Soit ¥ un représentant de la classe
de Thom et K le support de ¢. La fonction p est continue donc bornée sur K. Posons ¢ =
1 + sup,ex p(v) ; le support de s est ainsi contenu dans {v € E/ p(v) < c}. Autrement dit,
¥, = 0 dés que p(v) > c¢. D’'un autre coté, puisque s est partout non nulle, il existe € > 0 telle
que p(s(r)) > € pour tout x € m(K). Considérons maintenant la section o = ¢s. Il est alors
facile de voir que o*(¢) = 0. D’ou : e,(F) = 0. O

Une autre description de la classe e, (F) est donnée par la proposition suivante.

Proposition 3.2. On a l’égalité :
er(E) =T (1(E) ~ 7(E))

ot ~ est la multiplication canonique de H}(FE).
En particulier e.(E) = 0 lorsque le rang du fibré est impaire.

Démonstration. Soit ¥ un représentant de 7(FE). D’aprés le théoréme ci-dessus on a :
T(e(E)) = [7*(s*9) A 9J]. D’un autre coté, du fait que s o 7 est homotope a idg il en découle
que 7 o s*(1J) est cohomologue & 1. D’ou le résultat.

Théoréme 3.1. Pour tout fibré vectoriel riemannien orienté E — V de base V', la classe
d’Euler topologique e.(E) coincide avec la classe d’FEuler Eul(p) du fibré en sphéres SE — V.
associés (celui-ci étant muni de [’orientation induite).
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