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Introduction :

La géométrie est généralement la science qui s’intéresse aux formes et aux espaces.

Bien qu’elle a connue des évolutions gigantesques au fil des siécles, aujourd’hui elle

connait plusieurs classifications. Chacune de ces classifications définit un type de la
géométrie a savoir la géométrie algébrique, différentielle, complexe, entre autres.
Dans notre projet, nous nous intéresserons a I’étude préliminaire d’une partie de la

géométrie différentielle : la géométrie sphérique. Tout d’abord, comme les bases sont

importantes pour toute construction, nous commencerons par un rappel bien détaillé
de la géométrie euclidienne classique. Ensuite, une étude de projections sphériques

s'impose afin d’ouvrir la porte vers un troisiéme chapitre qui caractérise les
transformations de Mobius.
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Chapitre 1

Quelques éléments de la géométrie
affine euclidienne

Ce chapitre est une introduction a la géométrie euclidienne classique. On définit
d’abord les notions d’espaces affines, d’applications affines, de barycentre, de parallé-
lisme et de distance d’un point a un hyperplan affine. Un espace affine euclidien est
un espace affine muni d’un produit scalaire; dans ce contexte on définira la notion
d’orthogonalité et de la projection orthogonale affine.

1.1 Espace affine

1.1.1 Définitions et notations

Soit ' un R - espace vectoriel de dimension finie.

Définition 1.1.1. Un espace affine de direction E est une couple (&,4) formé d’un
ensemble & non vide et d’une loi externe + qui a un couple (A,u) € & X E associe un
élément A + u de & vérifiant les axiomes suivants

(1) VAeé& A+0=A

(2) VAe & Yuvel, A+ (ut+v)=(A+u)+v

(3) VA, Be& dluelk, B=A+u

Notation 1.1. St & est un espace affine de direction F,

- On dit que E est l'espace vectoriel directeur a & .

- Les éléments de & sont appelés des points, et ceux de E des vecteurs.

- Etant donnés deux points A et B de &, l'unique vecteur u € E tel que B = A+u
est noté 1@ .

- Par définition la dimension de & est égale a la dimension de E.

Proposition 1.1.1. (Relation de Chasles) Soit & un espace affine de direction E.
Soit A,B et C trois points quelconque de &, alors on a

AB + BC = AC

Démonstration. Soit A, B et C trois points de &, alors d’apreés les axiomes (2) et (3)
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on a

A+ (AB+BC) = (A+AB)+ BC
— B+ BC

C
— A4 AC

AB +BC = AC

d’ou

Proposition 1.1.2. Pour tous points A, B et O de &, on a
1) AB=T <+ A=8
2) AB = —BA
3) AL = OB —OA

Démonstration. 1) En faisant A = B dans la relation de Chasles, on voit que

AC = AA+AC VAC eé&

- = : : o ;
d’ou AA = 0. Réciproquement, si ﬁ = 0 alors d’aprés I'axiome (3) on a

B=A+T7=A
2) En faisant A = C dans la relation de Chasles, on obtient

AB+BA=4A=T = AB--BA

3) découle de la relation de Chasles et de la propriété 2). ]

Remarque 1.1. On peut aussi définir un espace affine de direction E par un ensemble
non vide & muni d’une application (A, B) — AB de & x & dans E, vérifiant
(1) Pour tout triplet (A, B,C) de points de &, on a AB + BC = AC.

——
(7i) pour tout point O de &, Uapplication M — OM est une bijection de & dans
E.

En effet, pour tout (A,u) € & x E, il existe un unique point B € & d’aprés (i7)

tel que
AL =u

On définit alors une application

v  ExXE — &
(A,u) — B

Vérifions que ¢ est une loi externe sur & qui satisfait (1), (2) et (3) de la définition
1.1.1.

1) On a d’apreés (i)

—

VAe& AA=T = VAecé& oA 0)=A

5



2) Soient A € & et u,v € FE alors il existe un unique point B € & et un unique
point C' € & d’apres (ii) tel que
u=AB

v=BC

alors

P(p(A, u),v) ¢(B,v)

C
o(A u+v)

—
.
=

3) Découle de (7).

d’ou ¢ est une loi externe sur &.

Exemples 1.1.1. i) E est muni d’une structure naturelle d’espace affine sur lui-méme,
ot la loi + externe est la méme que la lot + interne.
i1) Plus généralement, soit F' un sous-espace vectoriel de E, et soit a € FE. Alors
[’ensemble

F=a+F={a+u/uecF}

est un espace affine de direction F.

Définition 1.1.2. (Translation) Soit & un espace affine de direction E, et soit u un
vecteur de E, alors la translation est 'application T, donnée par

Tw @ & — &
M — M+u

On vérifie aisément les propriétés suivantes
(1) 5 = idg
(2) VYu,v € E, Ty =Ty0Ty

(3) VA Be& 3FucE, 1,(4)=B8B

Définition 1.1.3. On appelle droite (resp. plan) affine tout espace affine de dimension
1 (resp. 2).

1.2 Barycentres

La notion de barycentre est essentielle en géométrie affine. Elle joue un réle identique
a celui que tient la notion de combinaison linéaire en algebre linéaire.
Dans ce paragraphe E est un R - espace vectoriel de dimension finie, et & est un espace
affine de direction E.

Définition 1.2.1. Un systéme de points pondérés de & est une famille finie (A;, \i)i=1...n
de couples (A;, \i), ot pour tout i € {1,....n}, A; est un élément de & et \; un réel. Le

poids total du systeme est le réel Z i
i=1
A tout systéme de points pondérés de &, on associe une fonction ? de & dans FE
appelée fonction vectorielle de Leibniz du systéme, donnée par

T0) = S AN
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Proposition 1.2.1. Soit (A;, \;)i=1,..n un systéme de points pondérés de & .

1. St le poids total du systéme est nul, la fonction vectorielle de Leibniz associée est
constante.

2. Si le poids total du systeme n’est pas nul, la fonction vectorielle de Leibniz associée
est une bijection de & sur E. En particulier, il existe un et un seul point de E ou cette
fonction s’annule.

Démonstration. Soit O un point fixé de &. On a pour tout point M de &
Fon = SOAME
=
= Zn: N(MO + OA)
=
_ (i&)m + 7 (0)
=

Il en résulte que si Z A; = 0, alors ?(M) = 7(0) pour tout point M de &.
i=1
Sinon, pour tout vecteur v de F, il existe un unique point M de & vérifiant ?(M ) = u,

ce point étant défini par

oM = (7(0) )

2N
i=1
O
Définition 1.2.2. Soit (A;, \i)i=1.._n un systéme de points pondérés de & de poids total
non nul ( i.e Z A #0 ) On appelle barycentre de ce systeme l'unique point G de &
i=1

vérifiant
n

i=1

Propriétés 1.2.1. 1. Le barycentre ne dépend pas de l’ordre des points.

2. Homogénéité : le barycentre d’un systéme de points pondérés ne change pas
lorsque 'on multiplie tous les poids \; par un méme réel non nul.

3. Associativité : le barycentre d’un systéme de points pondérés me change pas
lorsque l'on remplace certains de ces points par leur barycentre affecté de la somme
des coefficients correspondants (a condition naturellement que cette somme ne soit pas
nulle).

4. Si G est le barycentre du systéme de points pondérés (Ai, Ai)i=1,..n, ON a pour
tout point O de &

n

S AO4;



Démonstration. Les deux premiéres propriétés sont évidentes.
Pour démontrer la troisiéme, soit G le barycentre du systéme pondéré (A;, A\;)i=1,.n- 11
suffit de considérer (en réordonnant éventuellement les points) le cas ou les points que

P
I'on regroupe sont Ay, ..., A, avec Z Ai # 0. En notant H le barycentre du systéme
i=1
pondéré (A;, A;)i=1,..p, on a alors

i=1
et
(MG ST AGA = STA(EE + A+ 30 AGA
i=1 i=p+1 i=1 i=p+1
n P

= Z /\iG—AZ + Z /\im
i=1 i=1

p
ce qui montre que G est le barycentre du systéme pondéré [( H, Z i)y (Api1, Aps1)s ooy (Any An)]-
=1

Maintenant, soit O un point quelconque de & fixé. Alors la derniére propriété provient
de la relation

J6)-T = (Lwad+To-7

= A0
>

1.3 Sous espace affine

Dans ce paragraphe E est un un R - espace vectoriel de dimension finie, et & est
un espace affine de direction F.

Définition 1.3.1. Une partie ¥ d’un espace affine & est un sous-espace affine de &
s’il existe un point A de F tel que

F={AM /M e 7}
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soit un sous-espace vectoriel de E. On a alors
F ={A+u/uelF}

Notation 1.2. 1) Siu est un vecteur non nul de E, on notera D(A,u) la droite affine
passant par A et de direction la droite vectorielle Ru. De méme, si u et v sont deux
vecteurs linéairement indépendants, on notera P(A,u,v) le plan affine passant par A
et de direction le plan vectoriel Ru & Rv engendré par les deux vecteurs u et v.

2) Par définition la dimension d’un sous-espace affine est égale a la dimension de
sa direction.

Définition 1.3.2. On appelle hyperplan de & tout sous espace affine de & de dimension
égale a dim(FE) — 1.

Théoréme 1.3.1. Une partie non vide % d’un espace affine & est un sous-espace
affine de & si et seulement si tout barycentre de points de .F appartient 6 F .

Démonstration. Si.% est un sous-espace affine de &, A un point de .7 et (A;, A\i)i=1,.n
un systéme de points pondérés de .# de poids total non nul, le barycentre GG de ce
systéme vérifie

S
AG ==
2N
=1

Il en résulte que ﬁ appartient a F', puisque F' est un sous-espace vectoriel de F, et
donc que G appartient & %.

Réciproquement, soit .# une partie non vide de & telle que tout barycentre de points
de Z affectés de coefficients quelconques (de somme non nulle) appartient a %, et A
un point de .%. Pour tout couple (M, N) de points de .7 et tout couple (A, i) de réels,
le point P de & défini par

AP = MAM + uAN

est le barycentre du systéme de points pondérés [(A,1 — X — u), (M, \), (N, p)] qui
appartient donc a .%. Il en résulte que

F={AM /M e F}

. . — —
est un sous-espace vectoriel de E non vide (car AA = 0 € F), et donc que .# est un
sous-espace affine de &. O

Définition 1.3.3. (Parallélisme) Soient F et 4 deux sous-espaces affines de & de
direction respectivement F' et G alors on dits que . et 9 sont paralléles, si la direction
de l'un est un sous-espace vectoriel de celle de lautre (i.e F C G ou G C F). En
particulier, si F et 9 ont méme dimension (deuz droites, deux plans, etc.) alors on
dit qu’ils sont paralléles s’ils ont la méme direction (i.e F =G).

Proposition 1.3.1. (Intersection) L’intersection de toute famille (finie ou infinie)
de sous-espaces affines d’un méme espace affine est soit vide, soit un sous-espace affine
de direction l’intersection des directions de ces sous-espaces affines.
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Démonstration. Soit (.%;);cr une famille de sous-espaces affines de &. Si l'intersection

(-Z: de cette famille est vide, il n’y a rien a démontrer. Sinon, soit A un point dans
iel

cette intersection. Pour tout ¢ € I |, un point M de & appartient a .%; si et seulement
si le vecteur AM appartient a la direction F; de .%;, puisque A appartient a .%;. 1l

en résulte que M appartient a [].%; si et seulement si AM appartient au sous-espace
iel
vectoriel () F; de E, ce qui montre que [).%; est un sous-espace affine de & de direction
iel iel
N Fi. ]

el
1.4 Application affine

Définition 1.4.1. Soient & et ¥ deux espaces affines de direction respectivement E
et F'. Une application f de & dans .F est dite affine s’il existe une application linéaire
L de E dans F telle que

FAf(BS = L(AB)  (A,B) € &x &

Remarque 1.2. Cette propriété peut encore s’écrire
f(M +wu)= f(M)+ L(u) VM e & VYué€eEFE

L’application L est alors uniquement déterminée, puisque pour tout vecteur u de E il
existe un (en fait une infinité de) couple (A,B) de points de & tel que AB = u. On
l'appelle application linéaire associée a f, ou partie linéaire de f.

Exemples 1.4.1. — toute translation est une application affine d’application linéaire
associée l’identité.

— une application f de R dans R est affine si et seulement si elle est de la forme
f(x) =ax +0b, ot a et b sont deux réels. L’application linéaire associée a f est alors
donnée par L(z) = ax.

Théoréme 1.4.1. Toute composée d’applications affines est une application affine, et
la partie linéaire de la composée est la composée des parties lincaires.

Démonstration. Soient f et g deux applications affines, et soient L et G leurs appli-
cations linéaires associés respectivement. Alors, pour tout couple (A, B) de points de
I’espace de départ de f on a

go f(A)go f(B) = G(F(A)F(BY)
— G(L(AB))
— GOL(@)

et comme G o L est linéaire, alors g o f est une application affine et GG o L 'application
linéaire associé. O

Proposition 1.4.1. Soient & et % deux espaces affines de direction respectivement E
et F. Soit f une application de & dans #. On suppose qu’il existe un point O de &
tel que Uapplication Lo de E dans F définie par Lo(u) = f(O)f(M) pour tout vecteur
u € E, ou M est l'unique point de & tel que u = O—]\>4 soit linéaire. Alors f est affine

et Lo est lapplication linéaire associée a f. En particulier, Lo ne dépend alors pas du
choix de O.
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Démonstration. On a, pour tout couple (A, B) de points de & on a

f(AF(B) = f(O)f(B)— f(O)f(A)
— Lo(OB) — Lo(OA)

— Lo(0OB — 04)
— Lo(AD)
ce qui montre que f est affine de partie linéaire Lo. O

Théoréme 1.4.2. Une application [ d’un espace affine & dans un espace affine F est
affine si et seulement si elle conserve les barycentres, i.e. si et seulement si, pour tout
systéeme (A;, Ni)i=1,..n de points pondérés de & de poids total non nul, l'image f(G)
du barycentre G de ce systeme par f est le barycentre du systéme de points pondérés

(f(Ai), A)i=1,..n

Démonstration. Si f est affine et si G est le barycentre du systéme (A;, A;)i=1
lité

.....

DiﬂG)ﬂAS = > AL(GA))

=1

— LY NGA)
=1

= L(0g)

= Op

montre que f(G) est le barycentre du systéme (f(A;), \i)i=1,..n

Réciproquement, montrons que si f conserve les barycentres, ’application Lo considé-
rée a la proposition 1.4.1 est linéaire pour tout point O de &.

Soient donc u et v deux vecteurs de E, A et p deux réels, et M, N les points de &

définis par . N
OM = u, ON = .

Et soit P le point de & défini par
(ﬁ’ = \u+ po,

le point P est le barycentre du systéme pondeéré [(O,1—A—u), (M, \), (N, p)]. Il en ré-
sulte que f(P) est le barycentre du systéme pondéré [(f(O), 1=A—pn), (f(M), N), (f(N), u)],
d’ou
Lo(wu+m) = O]
= M(O)f(M) + pf(O)f(N)
= )\Lo<u> + /LLO<U)

ce qui montre que Lo est linéaire. O

Proposition 1.4.2. (Image et image réciproque d’un sous-espace affine)
Soient & et F deux espaces affines de direction respectivement E et F, et f une ap-
plication affine de & dans % . L’image f(9) par f d’un sous-espace affine 4 C & de
direction G est un sous-espace affine de %, de direction l'image L(G) de G par L.
De méme, l'image réciproque f~*() par f d’un sous-espace affine A C F de direc-
tion H est soit vide, soit un sous-espace affine de & de direction L™'(H).

11



Démonstration. Soit 4 un sous-espace affine de & et A un point de ¥.
L’égalité
G ={A+u/ueqG}

implique que

@) = {f(M)/Mec9}
= {f(A+u)/ue G}
= {f(A) + L(u) /u € G}
{f(A)+v/ve LG)}

ce qui montre que f(¥) est le sous-espace affine de .# passant par f(A) de direction
L(G).

Soit ## un sous-espace affine de .#. Si f~!(J#) n’est pas vide, en prend A un point
de f~1(). Alors un point M de & appartient a f~'(J) si et seulement si f(M)
appartient & 7, i.e. si et seulement si f(A)f(M) = L(AM) appartient a H, ou encore

—>
si et seulement si AM appartient au sous-espace vectoriel L™!(H) de F, ce qui montre
que f~1(H) est le sous-espace affine de & passant par A et de direction L' (H). O

Théoréme 1.4.3. Soient & et F deux espaces affines de direction respectivement E et
F.Une application affine f de & dans F est injective (resp. surjective) si et seulement
si sa partie linéaire L est injective(resp. surjective).

Démonstration. Une application affine f d’un espace affine & dans un espace affine .%#
est injective si et seulement si pour tout couple (A, B) de points de &, f(A) = f(B)

équivaut a A = B. Mais f(A) = f(B) équivaut a f(A)f(B) = L(xﬁ) = 6>, ie. a
E € Ker(L) et A = B équivaut a AB = ﬁ Il en résulte que f est injective si et
seulement si Ker(L) = {0}, i.e. si et seulement si L est injective.

De méme f est surjective si et seulement si f(&) = .%. Mais f(&) est un sous-espace
affine de .# de direction L(F) = Im(L), c’est donc .F si et seulement si Im(L) = F,
i.e. si et seulement si L est surjective. O]

Corollaire 1.4.1. Une application affine f d’un espace affine & dans un espace affine
F est bijective si et seulement si sa partie linéaire L est bijective. En particulier si &
de dimension finie et f une application affine de & dans &, alors f est bijective si et
seulement si L est injective (resp. surjective).

1.5 Convexité

Définition 1.5.1. Soient A et B deux points d’un espace affine &. Le segment AB,
noté [A, B, est l'ensemble des barycentres de A et B affectés de coefficients tous deux
positifs, i.e.

[A,B]={tA+(1-t)B/te€0,1]}

Définition 1.5.2. Une partie C d’un espace affine & est dite convexe si pour tout
couple (A, B) de points de C' le segment [A, B] est inclus dans C.

Exemples 1.5.1. - Tout sous-espace affine d’un espace affine (en particulier [’espace
lui-méme) est conveze.
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- Une fonction réelle f définie sur un intervalle I de R est convexe si et seulement
si son épigraphe est conveze.(on appelle épigraphe de f ’ensemble

{(z,y) e IXR/y > f(z)}

des points situés au-dessus du graphe de f).

Proposition 1.5.1. Une partie C d’un espace affine & est conveze si et seulement st
tout barycentre de points de C' affectés de coefficients tous positifs appartient a C'.

Démonstration. Si tout barycentre de points de C' affectés de coefficients tous positifs

appartient & C', pour tout couple (A, B) de points de C le segment [A, B] est inclus dans

C puisque ce segment est 'ensemble des barycentres de A et B affectés de coefficients

tous deux positifs. C' est donc convexe.

Réciproquement, si C' est convexe, on démontre par récurrence sur n que tout bary-

centre de n points de C affectés de coefficients tous positifs appartient a C'.

La propriété est vraie pour n = 2 par hypothese. Maintenant, supposons qu’elle est

vraie pour n et montrons qu’elle est vraie pour n + 1.

Soient Ai, A, ..., A, 1 un n + 1 uplets de points de C affectés des coefficients tous

positifs aq, as, ..., a,11. Alors le barycentre G de ce systéme de points pondérés est le
n

barycentre du systéme [(G’, Zozi), (Apt1, 1)) ou G’ est le barycentre du systéme

i=1
(Ai7 ai)i:l,...,n-
Comme G’ appartient & C' par I’hypothése de récurrence et GG appartient au segment
[G', A, 1] qui est inclus dans C' car C' est convexe, alors G € C.
O

Proposition 1.5.2. Toute intersection de convexes est conveze.

Démonstration. Soit (C;);er une famille de convexes indexée par un ensemble I quel-
conque. Notons C'= (C;, on a

el
A BeC = Viel A BeC;
= Viel [AB]C(
= [A,B]jcC

d’out C est convexe. O]

1.6 Espace affine euclidien

Définition 1.6.1. (Produit scalaire) Soit E un R - espace vectoriel.
Un produit scalaire est une application de E X E dans R vérifiant pour tous x,y,z € FE
et A € R

(1) (z+Ay,2) = (z,2) + My, 2)

(2) (2, y) = (y,v)
(3) (,2) >0
(4) (z,x)= — =0

Remarque 1.3. Le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie et po-
sitive.
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Définition 1.6.2. (Espace euclidien) Un espace vectoriel E muni d’un produit sca-
laire est appelé espace préhilbertien en particulier si E de dimension finie alors E
est un espace euclidien.

Définition 1.6.3. (Orthogonal) Soient E un espace euclidien, et soit A une partie
non vide de F.
On définit l’orthogonal de A par

At ={u € E/{u,v) =0 Vo € A}

Définition 1.6.4. (Distance) Soit E un ensemble quelconque, et soit la fonction
d : E x E+—— R vérifiant pour tous x,y,z € E
(1) dlx.y) >0
(2) d(z,y) =d(y, )
(3) d(x,y) <d(z,z)+d(z,2)
(4) d(z,y)=0 <= =z=y
Une telle fonction d est appelée distance sur E.

Remarque 1.4. 1) Si E étant un espace vectoriel normé alors on définit la distance
d sur E par

d(z,y) = ||z =yl

2) Si E étant un espace affine alors on définit la distance d sur E par
d(A, B) = HEH — B - A|

Définition 1.6.5. (Espace métrique) Un ensemble E muni d’une distance d est
appelé un espace métrique.

Définition 1.6.6. (espace affine euclidien) Un espace affine euclidien est un espace
affine de direction E, avec E étant un espace euclidien.

Définition 1.6.7. (sous-espace affine euclidien) Un sous-espace affine euclidien
est un sous-espace affine de direction F', avec F' étant un sous-espace euclidien d’un
espace euclidien E.

1.7 Projection

Définition 1.7.1. (Distance d’un point a une partie) Si A est une partie non vide
d’un espace métrique E, et si x est un élément de E, on définit la distance de x a A
comme une borne inférieure

d(z,A) = inf{d(z,a) /Ja € A} = aiggd(:m a)

Définition 1.7.2. (Espace de Hilbert) Soit H un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire qu’on notera (, ). Notons || .|| la norme associé c.a.d

Vee H |zl = vz, x)

On dit que H est un espace de Hilbert si (H,||.||) est un espace de Banach c.a.d
(H,||.]|) est complet.
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1.7.1 Théoréme général de la projection

Théoréme 1.7.1. Soit H un espace de Hilbert, et soit C' un conveze fermé non vide
de H. Alors

(1) Pour tout x € H il existe un unique élément de C' appelé projection de x sur C,
et noté pc(x) tel que

lz = pe ()l = d(z,C) = inf [lz —y]

(13) L’unique élément pc(x) est caractérisée par les inéquations variationnelles

{ pe(x) € C

(x —po(r),y —pc(z) <0 Vyel

Démonstration. (i) Existene : Soit « € H. Alors d’aprés la caractérisation de la borne
inférieure on a
1

VnelN 3y, e, ||9c—yn||2 < dQ(x,C) + ]

(%)

Montrons que (¥, )nen est une suite de Cauchy. On sait que pour tout u,v € H on a

2 2

U+ v u—vl|” 1 5 5
: 22| = el + 1ol
pouru =z —y,etv=x—y,ona
v+ vl v —vel® 1
- 2 2
T — T = Sl =yl + llz = w7 (1.1)
2 2 2
et comme C étant convexe on a
2
w eC = ||lz-— % > d*(x,O) (1.2)

et on a d’aprés (x)

1. 1 1

1 2 2 2 -
- _ — <d C)+ =
Sl = gall” + llz = ") < d(, )+2[q+1+p+1]

donc on combinaison ceci avec (x), (1.1) et (1.2) on obtient

2
dgx,C’—k e Y zr,OY+ - | —— + ——
( ) ( ) 2[q—|—1 p—I—l}
d’ou ] ]
2
_ <2_ -
lop = wall* < 2[ =+ =]

done (yn)new est une suite de Cauchy dans H qui est complet. Ainsi 3y € H tel que
Yn — ¢. Bt comme (y,)neny C Calorsy € C=C (car C est fermé).

n—-+00
En passant & la limite quand n tend vers +oo dans (%) puisque y — |z — y||* est
continue on obtient

lze —gl* < P, C) < e —gI* = d(z,0) =z~

= y = po(x)
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Unicité : Supposons que uq,us € C' sont deux projections de x sur C, alors

(x —up,y—up) <0 VyeC (1)
(T —ug,y—up) <0 Vyel (2)
On prend y = uy dans (1) et y = uy dans (2), donc
(€ —uru —un) <O f (=201 —up) <0
(x —ug,us —ug) <0 (x —ug,u1 —ug) <0
= <'LL1—£C+SL’—U2,’LL1—U2>§O
= ||U1 — U2||2 <0
= ||U1 —UQH =0
= U1 = U2

(1) Caractérisation variationnelle : Soit y € C et t €]0,1], comme C' est convexe on
a

(1 —=t)pc(x)+ty € C
donc
Iz = po(@)||* = d&*(z,C) < |lz = (1 = t)po(z) — ty||”
et comme
Iz = (1 = t)pe(x) — ty||* = ||z = po(@)|* + £ ly — pe(@)||* = 2t(z — po (@), y — po(@))
alors
Iz = pe(@)I* < llz = pe(@)|I* + £ [ly — po(@)||* = 2t{x — po(x),y — po(x))
donc
n
0 <ty —po@)|® - 20z — po(a),y —pe(x)) = 0< =2z —pel),y — po(x))
= (r—pc(r),y—pc(r)) <0 Vyel
Réciproquement, supposons que z € C' vérifie
(xt—zy—2)<0 VyeC

Montrons que z = pa(x).
Soit y € C' on a

le—yl* = llo—z+z—y|?
= o=z +lly— 2" +2{& — 2,2 — )
> |z — 2
donc
VyeC Ja—ylP>le—z* = &@0)>|r—z|

Or z € C, donc

&(z,C) < |lz - 2||*
d’ou

&*(z,0) = ||z — 2||”

et par conséquent  z = po(x). ]
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Proposition 1.7.1. Soient H un espace de Hilbert, et C' un convexe fermé non vide
de H. Alors pour tous x, y € H on a

(1) (& —y,pc(x) —pc(y)) =0

(ir)  llpc(@) —pec)l < [z —yll

Démonstration. Comme  pc(x), po(y) € C alors

{ (y — pc(y), pe(r) — pe(y))

(pe(x) — z, pe(x) — po(y)) (()) = (y—z,pc(x) = pe(y)) + Ipc(z) — po(y)|* <0

IAIA

On a d’une part
(& =y, pc(x) = pe(y)) > [lpc(z) — poy)|I”

et d’autre part

(x —y,po(r) — pc(y))
|z =yl [Ilpe(x) — po(y)ll

lpe(z) = pe()|”

IA A

d’ou (i) et (it). O

Proposition 1.7.2. Soient E un espace euclidien, et F' un sous-espace vectoriel de E.
Alors la projection de tous x dans E sur F' est l'unique élément de F' tel que

lz = pr(2)]| = d(z, F) = inf [lz —y]|

de plus elle est caractérisée par

{ pr(z) € F

r—pr(z) € F*

Démonstration. On a E est un espace de Hilbert et F' un convexe fermé alors d’apreés
le théoréme 1.7.1. on a

— — inf ||z —
lz = pr()ll = inf flz —y]

de plus cette projection est caractérisée par

IN

Vye FF (v —pr(x),y—pr(x) <0 <= VzeF (r-—pr(x)2)
<— VzelF (v—pr(zr)2) =
— z—pp(z)€F"

0
0

]

Remarque 1.5. Si F' est un espace vectoriel fermé, pp(z) s’appelle la projection
orthogonale car elle est caractérisée par x — pr(x) € F*+.

Proposition 1.7.3. Sous les hypothéses de la proposition 1.7.2. on a la projection
orthogonale est une application linéaire.

Démonstration. Soient x1,19 € E et a € R, on pose
z=pr(x1) + apr(z2) € F
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T+ ary—z = x1+ary —pr(r)) — apr(zs)
= 21— pr(1) + az2 — pr(2))

N z €F
T+ axe — 2z € F-

Y

z = pr(x; + axs)

pr(z1 + axs) = pr(z1) + apr(z2)

4

d’ou le résultat. O

1.7.2 Projection orthogonale d’un point sur un sous-espace af-
fine

Définition 1.7.3. Soient (E, (-,-)) un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel
de E.

Soit F un sous-espace affine de E de direction F', et A un point quelconque de 7.
Alors on définit la projection orthogonale d’un point M de E sur % par

pz : E — F
—
M +— A+pp(AM)

ol pr est la projection orthogonale sur F.
Remarque 1.6. cette définition a bien un sens car pgz ne dépend pas du choix de A.
En effet, soit B un autre point de .# différent & A, alors on a
.
B+pr(BM) = A+ (B—A)+ppr(BA+AM)
? —>
= A+ AB+ prp(BA) + pr(AM)
— A+ AB + BA + pp(AM)

= A+ pF(m)
= pz(M)

Proposition 1.7.4. Soient (F, (-,-)) un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel
de E.

Soit F un sous-espace affine de E de direction F', et M un point quelconque de E.
Alors on a

d(M, F) = inf M — Al = |M - H| = | MH|
€ .7

ou
H =psz(M)

Autrement dit, H réalise la plus courte distance de M a F.

Démonstration. Soit A € %, alors on a
1M — A" = |M - H+ H - A
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or

H-A=AHeF
M —H =AM — pp(AM) € F*

donc

1M — A 1M — H|* + || H — Al

> | M~ H|

d’ou le résultat. O

1.8 Exemples de calcul

Dans ce paragraphe en travaille dans l'espace R® muni de sans produit scalaire
canonique.

Proposition 1.8.1. Soit & un plan affine dont [’équation cartésienne est donnée par
ar +by+cz=d
alors la direction de &2 est le plan vectoriel P donné par
P={(z,y,2) € R*/ax + by + cz = 0}
Démonstration. Soit My = (9, Yo, 20) € & fixé, alors on a

M= (z,y,2) € ¥ <<= ar+by+cz=d
< ax+by+cz=axg+ byy+ czg
<~ alx—x0)+bly—1yo) +c(z—2)=0

Soit n = (a,b,c) alors

M= (z,y,2) € & <= (MyM,n)=0

d’ou la direction du plan affine & est
P = nt
= {u € R*/(u,n) =0}
= {(z,y,2) € R*/ax + by + cz = 0}
d’ou le résultat. O

Proposition 1.8.2. (Distance d’un point a un plan affine) Soit & un plan affine
de direction P ot les équations cartésiennes de &2 et P sont données par

Par+by+cz=d
P:ax+by+cz=0

et soit M(x,y,z) un point quelconque de R3. Alors la distance de M & & est donné
par
_ax + by 4 cz — d|

Y
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Démonstration. Ona d(M,P) = HMﬁ ‘ avec H =pgzp(M)

et comme 7 = (a,b,c) est un vecteur normal & &, et Mﬁ € Pt. Alors Mﬁ est
colinéaire avec n i.e

MH = 7 avee A € R. (1.3)
Soit A = (xg, Yo, 20) € &, on a d’aprés la relation de Chasles

MH = MA+ A0

donc on a d’une part

(MH,7) = {

+ AH, )

)

il

et d’autre part d’aprés (1.3)
(MH, ) = A7
donc
—
_ (MA )
=t
171l

alors on combinaison ceci avec (1.3) on obtient

<m7 ﬁ>—>
2
17|

et par conséquent

M, P) = S

la(zo — ) + b(yo — v) + c(20 — 2)]

lax + by + cz — d|
Va2 +b% 4 ¢?

d’ou le résultat. O
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) plan affine P

FIGURE 1.1 — Distance d’un point a un plan affine

Proposition 1.8.3. (Distance d’un point & une droite affine) Soit A = D(A, W)
une droite affine qui passe par le point A et de direction la droite vectoriel ]Rﬁ, et soit
M(z,y,z) un point quelconque de R3. Alors la distance de M a A est donné par

|23
A, ) =

Démonstration. On a  d(M,A) = HMﬁ H avec H = pa(M).
On a d’apres la relation de Chasles

MH = MA+ AH

donc

MHANT = (MA+AH)AT
— MAAT
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alors

[ n |

|
sl
o >
=

d’ou

FIGURE 1.2 — Distance d’un point & une droite affine
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Chapitre 2

Quelques projections sphériques et
1Isomeétries

Ce chapitre est une introduction a un autre type de la géométrie c’est la géomé-
trie différentielle. On définit d’abord la notion d'une courbe, d’une surface et de la
différentiabilité. Ensuite on va voir quelques types des projections sphériques, aprés
on parle un peu aux notions du plan tangent, des formes fondamentales et on termine
ce chapitre par la notion d’isométrie entre deux surfaces. Ceci est tout attaché avec
quelques illustrations qui sont réalisées par deux logiciels Cabri 3D et Géogébra.

2.1 Rappel sur les courbes et les surfaces

Définition 2.1.1. (Courbe)

Une courbe paramétrée de classe C* est une application v définie sur un intervalle I
de classe C* est & valeur dans R?.

Le support de v est le sous-ensemble I' donner par

o= A{(=(1),y(t), 2()) /1 € I}

Remarque 2.1. On appelle courbe plane toute courbe paramétrée vy : I — R® contenu

dans un plan affine, i.e
vI) ¢ &

Voici quelques exemples des courbes paramétrées

Exemples 2.1.1. 1)

Yo R — RQ
t — (3,1
On a
(=
= Cf
ou f donnée par
f: R — R
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FIGURE 2.1 — Le support de v,

2) Soient a,b > 0 alors on a

RZ

v R —
t +—— (acost,bsint)

est une courbe paramétrée appelée ellipse.

FIGURE 2.2 — Le support de v, avec a =3 et b =2

3) Soient r, R > 0 alors on a

v : R —> R?
t +—— (rcost,rsint, Rt)

est une courbe paramétrée appelée hélice.
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FIGURE 2.3 — Le support de 73 avec r =1 et R = %

Définition 2.1.2. (Longueur)
Soit 7y : [a,b] — R une courbe paramétrée de classe C*. Alors en définit la longueur
de v par

L) = [ I e)lds

Définition 2.1.3. (Surface)
Un sous-ensemble S C R? est dit surface si pour tout pointp € S, il existe un voisinage
ouvert W de p dans R? et une application p : U — S de classe C™ telle que

(1) ¢ est un homéomorphisme de U sur W N S.

(it) Pour tout (s,t) € U, la différentielle (dp) s est injective.

Définition 2.1.4. Soit S une surface. Alors le couple (U, p) est appelé une paramé-
trisation locale de S et Uapplication o= : W NS — U est dite une carte locale de
S.

Exemples 2.1.2. 1) Soient u,v € R? tel que u A v # 6) et My = (zo,¥0,20) € R?
alors le plan affine

P = My + Vect{u,v},

est une surface. En effet considérons l’application

0 - R* — R’
(s,t) +—— Mo+ su+tv

On a ¢y est de classe C™ et
01 (R*) =2 = 2NR’

Puisque pour tout (s,t) € R® on a

o1 Opr B —
<EAE)(3J)—U/\U7§ 0
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alors (dr)(s.) est injective. Bt comme @' est donnée par
gol_l P — R?
L (I =) (0= o)
luAv|> \—(u,v)  ull (M — My, v)
alors ¢ est un homéomorphisme de R? sur 2.

2) La sphere S, de centre O = (0,0,0) et de rayon r > 0 est une surface. En effet
l’application

w2 )0, 7[x]0, 27 —> Sy
(u,v) —  (rsinwcos v, rsinusin v, r cosu)
est une paramétrisation locale de S,.
3) Soient a,b > 0 l’ensemble
R

est une surface est appelée un cylindre elliptique. En effet l'application

w3 ]0,27[xR — Sy
(u,v)  +—— (acosu,bsinu,v)

est une paramétrisation locale de X.

FIGURE 2.4 — La surface X aveca=1let b=1
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4) Soient a,b > 0 ’ensemble
22 g
Sl = {(QE,y,Z)/ﬁ - ﬁ = Z}
est une surface est appelée un paraboléde hyperbolique. En effet l'application

0y @ R — Sy

(w,0) —

est une paramétrisation locale de Si.

FIGURE 2.5 — La surface S; aveca=1et b=1

5) Soient a,b,c > 0 l’ensemble

2 2 2

2yt oz
522{(13,]/,2)/?‘{‘[)_2—?:_1}

est une surface est appelée un hyperboléde a deux nappe. En effet l'application

w5 : ]0,2n[xR — S
(u,v)  +— (acosusinhwv,bsinusinhv, ccoshv)

est une paramétrisation locale de Ss.
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FIGURE 2.6 — La surface Sy aveca=b=c=1

6) Soient r, R > 0 l’ensemble

T ={(z,y,2)/ (Va2 +y*>— R)2 + 22 =7r%)
est une surface est appelée un tore. En effet 'application

w5 = ]0,27[x]0,27] —> So
(u,v) — ((R+rcosu)cosv, (R +rcosu)sinov, rsinu)

est une paramétrisation locale de T.

FIGURE 2.7 — La surface T avecr =1 et R =3
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Définition 2.1.5. (Région)
On appelle une région R d’une surface S toute partie R compacte telle qu’il existe une
paramétrisation locale ¢ : U — S telle que R C p(U)

Lemme 2.1.1. Soit S une surface, et (¢,U) une paramétrisation locale. Soit F :
(s,t) — (u(s,t),v(s,t)) un changement de variable d’un ouvert U' C R? sur U. Donc
¢ = @ o F est une paramétrisation locale de S et pour tout (s,t) € U' on a

(3 a0 =3 (3 g )

Démonstration. 1l est clair que ¢ est un homéomorphisme de U’ sur W (un ouvert de
S), et on a pour tout (s,t) € U’

¢(s,t) = poF(s1)
= Qp(u(sat)>v<87t))

donc en dérive on trouve

00 s 1 DU 0% L O O
88 (87t) - as (8’t> au (U,U) + as (S7t) av (ua U)
00y _u Do o0
a(sat) - ot (Svt) ou (U,?J) + ot (S7t) v (U,U)

donc

o  0¢ _ (Ou ov _ Ou ov dp Oy
(% A E> (5,1) = (%@J)E(S’t) ot (5:%) O0s (S’t)> <8u A av>(u’ v)
D’ou le résultat. O

Définition 2.1.6. L’aire d’une région R de p(U) est donné par

=[] 3 3

. /\ -
O0r; Oz

Remarque 2.2. Cette définition a bien un sens, c’est a dire elle ne dépend pas du

choix de la paramétrisation. En effet si ¢ une autre paramétrisation on a

/A_l(R) ‘% : a@_fH (oot = //90‘1(3)

ceci découle du lemme 2.2.1. et du théoreme du changement de variable pour les inté-
grales multiples.

(l‘l, l’g)dl‘ldIg

dp Oy
o o

(1’1, (L’Q)dl’ld[EQ

Définition 2.1.7. - Soit S une surface et f : S — R une application. On dira que f
est de classe C* en un point p de S s’il existe un voisinage ouvert W de p dans R’ et
une application f: W — R de classe C* tel que f = f sur W N S.

- Plus généralement, f : S — R" est de classe CF si et seulement si f; est de classe
C* pouri=1,2,..,n.

- Lorsque f : S1 — Sy est une application entre deuz surfaces Sy et Ss. f sera dite
de classe C* lorsque Uapplication jo f : S; — R? est de classe C* o j est linjection
canonique.

Définition 2.1.8. (Difféomorphisme) Soient Sy et Sy deux surfaces et f une appli-
cation de Sy vers Sy. Alors en dit que f est un C* difféomorphisme si f est de classe
C* bijective dont la réciproque est de classe CF.
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2.2 Projection stéréographique

Soit une sphére dans un espace euclidien tridimensionnel. Essayons de représen-
ter cette sphére ou une partie de cette sphére dans un plan n’est pas un probléme
facile. On inventé de nombreuses méthodes pour essayer de projeter des points de la
sphére sur un plan. Nous parlons ici d’une projection particuliére, c’est la projection
stéréographique.

2.2.1 Deéfinition de la projection stéréographique

Soit 82 la sphére unité de R? définit par

$? = {(u,v,w) € R*/ u?+v* +uw?=1}

et N = (0,0,1) son pdle nord. En identifiant C avec le plan équatorial de la sphére
unité, c.a.d le plan d’équation {(z,y,2) € R®/ 2z = 0} en utilisant Papplication
f définit par
I C —  R®
z=z+iy — (x,y,0)

Alors par chaque point B’ € C passe une unique droite de R?® reliant B’ et N. Cette

FIGURE 2.8 — Principe de la projection stéréographique

droite intersecte $2 en N ainsi qu’en un unique autre point B. Réciproquement, tout
point A de la sphére $? différent & N, correspond un unique point A’ € C d’intersection
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de la droite (NA) avec le plan complexe. Alors on peut définir une application entre
$2\{(0,0,1)} et le plan complexe C qui associe a chaque point A de $%\{(0,0,1)} un
unique point A’ dans C et inversement. Cette application est appelée la projection
stéréographique.

On note que sur I’équateur, les points sont associés a eux-mémes, alors que le point
O = (0,0,0) correspond au pole sud S = (0,0, —1) de la sphére $2.

Théoréme 2.2.1. La projection stéréographique est donnée par

T $4{(0,0,1)} — C
(u, v, w) — i
T l—w  1—-w
de plus 7 est bijective et sa réciproque est donnée par
b o C — $°\{(0,0,1)}
21 2y 49?1

z=x+1y — (

)

24yt a2+ 2+ 224y 41

Démonstration. En identifiant C avec Py le plan équatorial de la sphére unité $? donné
par

Py={(z,y,2) € R*/ 2z =0}

Soit A’ = (z,y,0) € Py et A= (u,v,w) ﬁf\{(0,0, 1)}, avec w(A) = A
Alors par construction les vecteurs NA et N A’ sont colinéaires, donc

—
NAANA =05

(1—w)x—u-0
= { (w—l)y—i—v-O

On a donc bien établi que

Maintenant montrons que 7 est bijective et explicitant 7!
Soit 2 = z+iy € C et (u,v,w) € $2\{(0,0, 1)}, résolvons le systéme suivant d’inconnus
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u,v et w. On a
u

=T u=xz(l —w)

= v=y(l—w)
(22 + ) (1 —w)? +w?=1

1—w
v

1l—w
—w
w4l +uw?=1

u=z(l—w)

= v=y(l —w)
(2 +y*—1) = (2> +y* + Dw
( 2 4,2

e +y -1

—p(1-7 -

u=af x2+y2+1)

? +yt -1

<:> ey 1——

2?2+t -1
n =

x2+y2+1
( 2x

o221

2y
V=
N 22 +y2+1

2yt -1

LT el

donc le systéeme admet une et une seule solution, et par conséquent 7 est bijective et
sa réciproque est donnée par
a1 o C — $2\{(0,0,1)}
2 2y 4y —1
2+ + U2 +y2+ 17224+ +1

)

r+iy — (

O

Remarque 2.3. Il est clair que la projection stéréographique w est un C difféomor-
phisme de $°\{(0,0,1)} vers C.

2.2.2 Propriétés de la projection stéréographique

Définition 2.2.1. Un cercle de la spheére unité $° est l’ensemble des points (u,v,w)
qui appartient a $° et qui vérifiant

au+bv+cw =d
ol a,b,c et d sont des constantes réelles tel que a*> + > +c* =1 et d €] —1,1].

Exemple 2.2.1. Soit 0 €]0, 5|, alors le support de la courbe paramétrée -y définit par

v ¢ [0,27] — R?
t — (cosfcost,cosfsint,sinb)

est un cercle de $°  (intersection du plan z = sin@ avec la sphére unité $°).
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FIGURE 2.9 — Le support de la courbe paramétrée

Proposition 2.2.1. (Image d’un cercle qui passe par (0,0,1))

(i) La projection stéréographique d’un cercle de $* qui passe par (0,0,1) est une
droite dans le plan complexe.

(i) Toute droite dans C est une image par la projection stéréographique d’un cercle
de $° qui passe par (0,0,1).

Démonstration. (i) Soit € un cercle de $? qui passe par (0,0,1), alors
€ = {(u,v,w) €$*/ au+bv+cw=c}
ol a,b et ¢ sont des constantes réels telles que

a4+ b +cF=1
et ce]—1,1]

En identifiant C avec R?, on a

Y, v,w) € SN{(0,0,1)},  mu,v,w) = () ——)

l—w' 1—w

Soit (ug, v, wp) € €, alors on a

augy + bug + cwy = ¢ aug + bvg = (1 — wp)e

Uo Vo .
a(l —wo) +b(1 —wo) ¢
7(ug, v, wo) € A

1ot
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ou
A={(z,y) € R*/ax+by =c}
Donc I'image par la projection stéréographique de chaque point appartient au cercle €
est un point appartient a la droite A.
D’ou

m(¢) C A (%)
Réciproquement, soit zg = (7g,70) € A C R?, alors comme 7 est bijective
3! (u0>U07w0) S SQ\{<07071)}: 20 = W(Uo,’l}o,IUo)
Or on a d’aprés le théoréme 2.1.1.

21 2Yo Cxgtyg—1

Uy=—5—-—>5—7 , V=—F—5—> € w=
TR+l TRty 1 T a1

donc
2(azxo + byo) + c(xf + y5 — 1)

w4yl +1

aug + bvg + cwy =
et comme z; € A, alors on a
axy+ byg = ¢

donc
aug + bvg + cwy = ¢

d’ott (ug, v, wy) € €, et par conséquent zy € 7(€) et ceciVzy € A.
Donc

A C (%) (xx)

Alors de (*) et (xx), en déduire que (%) = A, c.a.d 'image d'un cercle ¢ de $? qui
passe par (0,0,1) est une droite A dans R?.
(1) En identifiant C avec R?, soit

A={(z,y) € R*/pr+qy =k}

une droite de R? telle que

on pose

p q k

— . by=— et S
NECEST /= S /= |

Il est clair que a3 +b3+c3 =1 et ¢g < 1 alors d’aprés (i) cette droite est exactement
I'image par la projection stéréographique du cercle €, de la sphére unité $? donné par

ag =

Go = {(u,v,w) €8/ agu + bov + cow = co}

D’ou le résultat. O
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FIGURE 2.10 — L’image par la projection stéréographique dun cercle de $? qui passe
par (0,0,1)

Proposition 2.2.2. (Image d’un cercle qui ne passe pas par (0,0,1))
(i) La projection stéréographique d’un cercle de $* qui ne passe pas par (0,0, 1) est
un cercle dans le plan complexe.

(ii) Chagque cercle dans C est une image d’un cercle de $*\{(0,0,1)} par la projec-
tion stéréographique.

Démonstration. (i) Soit € un cercle de $* qui ne passe pas par (0,0, 1), alors
€ = {(u,v,w) €$*/ au+bv+cw=d}

A+ +ct=1

ou a, b, c et d sont des constantes réels telles que { ot de]—1,1[avecd+c

En identifiant C avec R2?, on a

Yo, 0,w) € SAL0,0,1)}, wlu,v,w) = (- )
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Soit (ug, v, wp) € €, alors on a

aug + bvg + cwg =d <= 2(aug + bvg) —d + cwy = d — cwy
<~ 2(aug+ bvy) — d + cwy + (¢ — dwy) = d — cwg + (¢ — dwy)
<~ 2(aug+bvg) — (1 +wo)(d —c) = (1 —wo)(c+d)
— 2(aug + bvg) — (1 4+ wp)(d — ¢) e+ d)
1—11)0
PN (1 + wo)(d — ¢)* — 2(aug + bvg)(d — ¢) _ 2 p
1-11)0
— (1+wp)(d —c)? IR 2(aug + bvo)(d —¢) _ :
1—w0 1—w0
— 1+w0+ 1—¢? ~ 2(aug + bvg)(d —¢) _ 1 — d?
l—wy (d—c)? (1 —wp)(d —¢) (d—c)?
— ud + v a’+ 0 2(aug+bv)(d—¢c) 1-d°
T—w)f T —cF (-w)(d—0 ~@—cP
U a .2 Vo b 2 1-—d?
= (1—w0 d—c) +(1—w0 d—c) ~ (d—c)?

Soit ¢ le cercle de R? donné par
¢ ={(v,y) € B/ (z—a)’+(y— )’ =17}

avec
a 3 b ; V1 —d?
o= = et r=-——
d—c '’ d—rc d—rc
alors on a

aug + bvg + cwg =d <= 7(ug, v, wo) € E’

Donc I'image par la projection stéréographique de chaque point appartient au cercle
est un point appartient au %”.
D’ou

(¢) C ¢’ ()

Réciproquement, soit zg = (g, y0) € ¢’ C R?, alors comme 7 est bijective
3! (o, vo, wo) € $*\{(0,0,1)}, 29 = m(uo, vy, wo)
Or d’apres le théoréme 2.1.1. on a

279 2o a4yt —1
By V0= ey O W= T sy
5+ Yy +1 x5 +yy+1 rg+yy+1

et comme zy € €’ alors

(ro—a)? +(yo— B =1 = a3+ y5 —2aw+ fyv) +a® + f° =12
< 2axo+2byo + (23 +yi — De= (23 +y2 + 1)d
< aug+ bvy+ cwg=d
d’ott (ug, v, wy) € €, et par conséquent zy € m(€) et ceci Vzo € €’

donc

€' C n(¥) (xx)
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Alors de (x) et (xx), en déduire que 7(%¢) = ¢, c.a.d 'image d’un cercle € de $? qui
ne passe pas par (0,0,1) est un cercle ¢’ de R2.

(it) En identifiant C avec R?, soit a, 3 et r des nombres réels ot r > 0. Nous avons
déterminer I’ensemble des points (u, v, w) € $\{(0,0,1)} tels que I'image par la pro-
jection stéréographique de ses points donne le cercle centré sur le point zy = (o, 5) et
de rayon r. Ces points doivent satisfait 1’équation

(

u (Y

—aP (- P =

1—w 1—w

ce qui est équivaut a

w? +02 20au+pBuv)

_ 2 (A2 32
(1 —w)? 1—w ro (@45
donc . ) )
—w (au+ﬁv):r2_a2_52
(1 —w)? 1 —w
d’ou
20u+2B8v+ (a* + B2 —1—1rHw=1+a*+ B> —r*. (2.1)
On pose

ko= V(202 +(20)* +(a® + 52 — 1 —12)?
= VI+a2+82)2+2(1—a2—p2)r2+rd

alors (2.1) devient
aoU + b()’U + cow = d()

ol

200
ag — ——

b_25 _a2+ﬁ2—1—r2 td_1+a2+ﬁ2—7’2
L ) O_k , Co= L € 0= 2

Il est clair que a + b2 + ¢ = 1, il suffit de vérifier que dy €] —1,1][.
On a

Kdy = (140”4 5% —1%)
= (14+a®+ 82 +2(1—a® = BHr* +r* — 42
= k2 — 4

donc

BPd -k <0 = Kd <k
= dp <1
= dy G]—l,l[.

Onadonc aZ+b+ct=1etdy €]—1,1], alors d’aprés (i) ce cercle est exactement
I'image par la projection stéréographique du cercle €, de la sphére unité $2 définit par

Go = {(u,v,w) € $*/ agu + bov + cow = dy}

D’ou le résultat. 0
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FIGURE 2.11 — L’image par la projection stéréographique d'un cercle de $? qui ne passe
pas par (0,0, 1)

Définition 2.2.2. Soit f : S; — Sy un difféomorphisme entre deux surface. On dira
que f est conforme si pour tout couple de courbes v; et vo sur Sy passant par un point
p, l'angle entre v; et v5 en p est le méme que celui entre ¥, = f oy, et 5= f oy en

f(p).

Théoréme 2.2.2. La projection stéréographique 7 : $°\{(0,0,1)} — R? est un
difféeomorphisme conforme.

Démonstration. Soient 71 et 75 deux courbes planes paramétrées par la longueur d’arcs
données par

RZ

v R —
t > (22(t), 42(2))

— R? o 2 R
> (21(1), 11(1)) t

et soit A = (a,b) € R? un point d’intersection de ~; avec 7o, cela signifie que
Jt,t, € R, m(t) =1(t) = (a,b).

Alors, 'angle entre les deux courbes 7, et 7, au point A est donnée par

— ArCCOS <’Yi (tl)a”Yé(tQ»
0() = arecos ([t SEE ST 22)
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et comme

@I = V(@1 (1) + (bi(1)? =1
2@l = v/(5(t) + (y5(1))? = 1

et
(V1 (t1),75(t2)) = 2 (t1) 25 (ta) + yy (t1)ys(t2)

alors (2.2) devient

0(A) = arccos ((11(t),75(t2)))
= arccos (2} (t)75(t2) + vy (t)y5(t2)) (*)
On utilisant le fait que la projection stéréographique est bijective, et on envoient les

deux courbes planes 7, et 7, sur deux courbes gauches v et 7, respectivement telles
que

i+ R — S$%\{(0,0,1)} v+ R — $%\{(0,0,1)}
t — w oy (t) t — @ 0 Ya(t)

ou ¢ est l'inverse de la projection stéréographique qui est donnée par

p + R* — $%\{(0,0,1)}
2x 2y x2+y2—1
—
(,9) (g:2+y2+1’x2+y2+1’x2+y2+1

)

Il est clair que A" = ¢(A) est un point d’intersection de v; et ¥, alors 'angle entre 7,
et 7o au point A" est donnée par

Ty (Y1(t1), ¥5(ta))
A(A") = arccos 2.3
) (BT ) 29
On a
Fi(t) = dlpoy),(1)
= dg@’h(tl (’7 )
= dpy (11 (1))
= JGC(% A)y ()
Or
5 >+ 1—a? —2ab
- - -9 2 1 — 2
Jac(p, A) RISy 2;b a +2b b
donc
9 [0 +1 — a? —2ab x)(t1)
Vi) = 555 | —2ab 24112
e I e S
1

(0* + 1 —a®)2)(t1) — 2aby/(t1)
= —— | (a®+1—=0Y)y;(t1) — 2abx’(t;)
2 2 2

(a® +02+1) 2az () + 2by, (1)
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alors on trouve

4](a® + 0% + 1) (24 (1) + (Wi (1))?
A (U ) ’ ﬂ)

SIS

(@ + 02 + 1)

2 |m )
a’?+b%+1
2
a?+ b2 +1

De méme, on a

Yo(ta) = dpi) (1a(ta))

= dpa (15(t2))
= Jac(p, A).7y(ts)
9 (b +1 —a? —2ab x4 (ts)
= — —2ab a?+1—b?
2 12 2
(a® + b2+ 1) _ % 9% v (ts)
9 (b22+ 1— a2)a: b(te) — 2abyb(ts)

2ax2(t2) + 20y4(t2)

donc on trouve

N |=

) 4@+ 8+ 1) (@5(02) + 44(12))°) ]
192 (E2)] (@ + b2+ 1)
2wl
@02+ 1
B 2
S

Maintenant calculons le produit scalaire de 7] (1) avec 7(t2).

On a
(b + 1 — a®)xy(t1) — 2aby, (t 1)2 + 1 — a?)xh(ty) — 2abyb(ts)
4( ((a2 +1-— 2)y (t1) — 2abx1 ) ( a?+1—b*)yh(ts) — 2abx’2(t2)> )
(1), L) = 2ax) (1) + 2by} 2ax4(ts) + 2by(ts)

(a®> 4+ b2 +1
4((@2 + 02 + 1 (2l (0)2h(t2) + y@M()D
(a®>+ b2+ 1)*

A(2h (1) 2h(t2) + 4 ()b (t2))
(@ + 7+ 1)

donc (2.3) devient

4@y (t)a)(t) + yi(t)ws(t2)) (a® +0° + 1)2)
(a% 4+ 0> +1)? ' 4
= arccos (27 (t1)zh(t2) + ¥ (t1)ya(t2)) ()
donc le résultat découle de (x) et (xx). O

0(A) = arccos(
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FIGURE 2.12 — Conformité de la projection stéréographique

2.3 Projection d’Archiméde

Dans le paragraphe précédent on a vu un type de la projection de la sphére qui
est conforme mais elle ne conserve pas les aires car la sphére est bornée contrairement
au plan. Dans ce paragraphe on va voir un autre type de la projection sphérique. On
va essayer de représenter une partie de la sphére unité $2 sur une partie d’'un cylindre
tangent & la sphére $2 suivant 1’équateur. On parle donc d'une projection particuliére,
c’est la projection d’Archiméde. Notre objectif est de démontrer que cette projection
conserve les aires.

2.3.1 Définition de la projection d’Archiméde

Soit $? la sphére unité de R* donnée par

$? = {(u,v,w) € R*/ u*+v*+w?=1}

et N =(0,0,1), S = (0,0,—1) ses poles nord et sud respectivement. Alors on note la
surface $2 privé de ses poles par ¥y c’est a dire

Sy = $2\{(0,0,1), (0,0, —1)}
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Soit $! le cercle unité de R? donnée par
S'={(z,y) e R*/ 2*+y*=1}

Alors on a le produit cartésien du cercle unité $! avec l'intervalle ouvert | — 1,1[ est
une partie du cylindre tangent & $2 suivant 1’équateur on la note par ¥; c’est a dire

¥ o= $x]—1,1]
= {(z,y,2) € R*/ 2*+y*=1 et —-1<z<1}

Alors le principe de la projection d’Archiméde est le suivant

Partant d’un point A de la sphére unité $? (différent des poles Set N c.a.d A € ),
on définit sa projection B sur ¥; de la maniére suivante :
Notons A’ la projection orthogonale du point A sur I'axe oz, et le point B est le point
d’intersection de la demi-droite [A’A) avec ;. Ce point B est appelé la projection
d’Archimeéde du point A.

FIGURE 2.13 — Principe de la projection d’Archiméde
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Définition 2.3.1. La projection d’Archiméde est l'application 1 donnée par

¢ : X9 — X1

(u,v,w) +—

( - - )
) Y w

V1—w? 1 —w?

De plus elle est bijective et sa réciproque 1~ est donné par

77[)71 : > — 9
(z,y,2) — (xx/l—ZZ,y\/l—zQ,z)

2.3.2 Propriété de la projection d’Archiméde
Théoréme 2.3.1. La projection d’Archiméde est une application qui conserve les aires.
Démonstration. Considérons la paramétrisation de s donnée par

e = U=|0,7[x]0,2n] — Yo
(u,v) — (sinu cos v, sinusin v, cos u)

et soit R une région de ¥, telle que R C ¢(U).
On pose
K=¢'(R) et R =v¢(R)=1¢opK)

Alors pour montrer que la projection d’Archiméde v conserve les aires il suffit de
montrer que

A(R) = a(R)
On a d’une part
o COS U COS V 9 —sinwusinv
a—i(u, v) = | cos u.sinv et a—f(u,v) = | sinucosv
—sinu 0
donc
.2
9 P sin” u cos v 9 P
(a—i/\a—f>(u,v): sin2u§inv = ’a—i/\a—f (u,v) =sinu
cosusinu
et d’autre part, comme 1) o ¢ est donnée par
Yoy 0 U —> >
(u,v) —— (cosw,sinv,cosu)
alors
0 —sinwv
0 0
%(u, v) = O et (wf)z ?) (u,v) = | cosv
—sinu 0
donc
9 P sin u cos v P 9
( (%Z ?) A Wa; ¢)>(u,v) = | sinusinv | = H Waz ?) A (w@Z ?) (u,v) = sinu

0
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alors

A1) o)

A(R) = // A oW SO)‘ (u, v)dudv

(o)~ L(R') ou ov

= // sin(u)dudv

= 8(,0 Ggp (u, v)dudv

_ &p dp

- // A (u, v)dudv

= A(R)

d’ou le résultat. O

2.4 Plan tangent et formes fondamentales

2.4.1 Plan tangent

Soit S une surface et p un point de S.
On dira que v € R3? est tangent & S en p si et seulement si il existe une courbe
a:]—ege[— Stelleque a0)=p et (0)=0v.

Définition 2.4.1. On définit l’espace tangent a S en p comme étant 'ensemble des
vecteurs tangent a S en p on le note T,S.

T,8:={veR/3y:]—ce[= S tg v(0)=p et +(0)=v}
Exemple 2.4.1. Considérons la surface
S1={(z,y,2) € R7/ 2" +y* =1}
On a la courbe
v : R — R?
t +—— (cost,sint, 1)

est une courbe tracée sur Si.
Pourp=(1,0,1) € S; On a
-7(0)=p
-v'(0) = (0,1,0) € T,5;.
De méme on a la courbe

sz’
(1,0,t + 1)

Il

est une courbe tracée sur Sy.
Pourp=(1,0,1) € Sy On a
- B(0) =p
- 0'(0) =(0,0,1) € T,5.



>
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FIGURE 2.14 — La surface S; et la courbe ~

Proposition 2.4.1. Soit S une surface.
Si o (zh, %) = p(x!, x?) est une paramétrisation locale de S telle que
po = p(xd, 22) = o(My). Alors on a

dw(zé,zg)(Rg) = TPOS
Démonstration. Soit v € dgo(xé,xg)(IPﬁ), alors il existe u € R? tel que

Vo= dSOMO (U)
d
= EQO(MO + tu)|t:0
On considére ensuite la courbe

v : R — R3
t — (M + tu)

il est claire que 7 est une courbe tracée sur S et comme v(0) = ¢(My) = py, donc
7(0) € Tp,S.
Orv=+'(0) alors wv € T,S. D’ou la premiére inclusion.
Réciproquement, soit w € T,,,S. Alors par définition il existe une courbe v : |—¢,e[— S
telle que v(0) = po et v'(0) = w.
On prend £ > 0 tel que pour tout ¢ dans | —e,¢[ on a y(t) € ¢(U) ceci est possible
car «y est continue.
On consideére ensuite la courbe

a : |—egel — U
t o ()
On a
a(0) = ¢~ (7(t) = Mo
et

1(t) = plalt)) = V() =deaw(@'(t)) Vi e]—ee
= w=17(0) = dp,(a’(0))
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donc on a trouvé un v = o/(0) € R? tel que w = dpyy,(v). D’ou Pautre inclusion,
et par conséquence on a montrer 1’égalité. O

Corollaire 2.4.1. Soient S une surface, et ¢ : (x',2%) — p(x',2%) une paramétrisa-
tion locale de S telle que py = @(xg, 22). Alors on a

(1) T,,S est un plan vectoriel.

(2) dp gy 02y est un isomorphisme linéaire de R? sur Tp,S.

(3) La famzlle xd, x3), 0 —(x§,28)} est une base de T, S.

ox 1( 022

Définition 2.4.2. (Différentielle)

Soit f Sy — Sy une application C* entre deux surfaces. Soit p € Sy on appelle
différentielle de f en p ou ’application linéaire tangente a f en p, application linéaire
T,f - 1,51 — Ty Sa définit par

T,70) = 5 @),

ot «v est une courbe tracée sur Sy telle que «(0) =p et /(0) = v.

2.4.2 Premiére forme fondamentale

Soit S une surface de R?. L’espace euclidien R? étant muni de son produit scalaire
canonique. Pour tout p € S le plan tangent 7,S étant un sous espace vectoriel de R?,
on peut alors le munir de la restriction du produit scalaire canonique de R3.

Définition 2.4.3. Soit S une surface. Pour tout p € S on note par (-,-), le produit
scalaire sur T,S induit par le produit scalaire canonique de R.

La premiere forme fondamentale I, : T,S — R est la forme quadratique, définie posi-
tive, associée au produit scalaire (-,-), donnée par

Ip(u) = (u,u), >0

pour tout u € T,S.

Une vision quantitative des choses est 1'utilisation d’une matrice pour représenter
la premiére forme fondamentale [,,. Pour cela on utilise une paramétrisation locale de
S notée ¢ : U — S.

On a
Vpe oU) Na=(r1,22) € U, p=(x)
donc 5
2
t
w@S = Vec {8331 &EQ( )}
On note p
%
%961( r) =0
¥ _
al'g (ZE) - 82
alors

Vue TyeS 3(ur,us) € R?, u=u10; + ux0y

Il en résulte pour tout v, w € Ty)S on a v = v10; +v20; et w = w10; +wy0s, et donc
(0, W) p(z) = V1W1(O1, 01) () + [V1W2 + V2w (01, 02) p(z) + V2w2(02, 02) o()-

Ce qui nous ameéne a la définition suivante.
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Définition 2.4.4. Soit p : U — S une paramétrisation locale de la surface S.
Les coefficients métriques de S relativement a (¢, U) sont les application E, F et G de
U dans R donnés par

E(z) = (01,0) @), F(x) = (01,0)p0), G(z)=(02,02)p()

pour tout x € U.
On a ainsi pour tout x € U et v = 0101 + 120y € T,y S

v\’ (E(z) F(z) U1
L@ (v) = (U2) . <F(5L‘) G(:L‘)) - (UQ)
Exemple 2.4.2. Soit & le plan affine passant par My € R® et de direction le plan
vectoriel P = Vect{u,v}. L’application ¢ : R® — R? donnée par : p(s,t) = My+su-+tv
est une paramétrisation globale de &?. Pour tout M € &2, la base de Ty & induite par
p est 01 = u et Oy = v, donc les coefficients métriques du plan respectivement a
l'application ¢ sont
E=|ul*, F=(uv), G=]q|.

En particulier Si les vecteurs u et v sont orthonormés, on trouve
E=1 F=0, G=1.
Proposition 2.4.2. Soient S une surface et (¢, U) une paramétrisation de S.
(1) Si~y est une courbe dans p(U) donnée par

vyl — e(U)
t — p(ai(t), 22(t))

alors sa longueur est donnée par

L(v) :/]\/(xll<t))2E<xl(t)vx2(t)>+2xll(t)$/2(t)F($l<t)ax2(t))+ (#5(1))*Gla1 (1), 2a(t)) dt

(71) Si R une région de p(U) alors l'aire de R est donné par

A(R) = //1(R) VE(x1,25)G (21, 29) — F2(x1, 29)dxydas

Démonstration. Pour (i) il suffit de calculer la norme de la dérivée de la courbe ~.
Et pour (i7) le résultat découle de l'identité de Lagrange. O

2.4.3 Deuxiéme forme fondamentale

Soit S une surface de R?. L’espace euclidien R? étant muni de son produit scalaire
et de son orientation canoniques. On a pour tout p € S

R® =T,S @ (T,9)*

et
dim(7,S)* =1
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Définition 2.4.5. On dira que S est une surface orientable s’il existe une application
n: S — R continue telle que

Vpe S |n(p)|=1 e n(p) € (TPS)L,

donc

Vp € S (T,9)" = Vect{n(p)}

Exemple 2.4.3. 1) Soit p : U — S une paramétrisation globale d’une surface S.

On a
dip

Vo= (z1,22) € U TywS = Vect{—(z) ai(x)}

8_1'1 ’ 8ZE2
donc
1
(To)S) ™ = Veet{n(p(x))},

ol

9y O

n(p(a)) = oty = SR
e Op 101 A B
8x1 8x2

2) Pour la sphére unité $° on a
T,8% = {p}* et (TPSQ)L = Vect{p}
et
n: % — RS
p > D

Définition 2.4.6. (Application de Gauss)
Soit S une surface orientée par n : S — R?. L’application encore notée n donnée par

n: S — §°
p +— n(p)

s’appelle I'application de Gauss.
On a

Vp e S n(p) €8%° et n(p) € (T,9*
Exemple 2.4.4. Considérons la surface

S, ={(x,y,2) ) 2* +y* + 2 =%}

on a
1,5, = {p}*
et
n : S, — §°
p ]3
r

est l'application de Gauss associée a [’orientation par la normale sortante.
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Remarque 2.4. Soit S une surface orientée et n : S — $? son application de Gauss.
Pour tout p € S Uapplication linéaire tangente a n en p est Tyn : 1,5 — Tn(p)SQ.
Et comme

Tu»S* = {n(p)}" =T,
On obtient que Tyn est un endomorphisme de T),S.

Proposition 2.4.3. T,n est un endomorphisme symétrique du plan euclidien T,S.
Cela signifie que
Vu,ve 1,5 (Tyn(u),v) = (u, Tyn(v))

Démonstration. Soit ¢ : U — S une paramétrisation locale de S telle que
JzeU, p=yp(z)€p)

On a

0 0
Tow)S = Vect{@—;i(ﬁ), a—;’;(x)}

= Vect{é?l, 82}
Donc le probléme devient
(Tyn(01), 02) = (01, Tpn(02))

ce qui équivaut a
d(noy)
(9$1

d(noy)

< 81’2

(x), 02) = (01, (x))

et comme on a 0 () (0
=0 /)
VeelU L T & P g
{ (O3,nop(x) =0 (i)
alors, on dérive (i) par rapport a la variable x5 et (ii) par rapport a la variable x; on

obtient )
0 0
(0, 208) (1 1 O¢

8ZE2
d(noy) 0*p _
(0s, 8—I1(I)> + <8:v18:p2 (2),nop(x)) =0
donc d’aprés Schwarz et la bilinéarité du produit scalaire le résultat en découle. O

Corollaire 2.4.2. Pour tout p € S, l’endomorphisme T,n est diagonalisable dans une
base orthonormée de T,,S.

Définition 2.4.7. Soit S une surface, et p € S.
(1) L’endomorphisme de Weingarten est l’endomorphisme du plan euclidien T,S
noté L, donné par
L, - 1, — 1,8
u  — —T,n(u)

(2) La forme bilinéaire symétrique

I, : T,SxT,8 — R
(w,0)  — (Ly(u),v)
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est dite la seconde forme fondamentale de S.
(3) La courbure de Gauss de S est la fonction

K : 5 — R
p +—> det(L,)

(4) La courbure moyenne de S est la fonction

H : S — R
1
P — EtT(Lp)

(5) Les valeurs propres de L, sont appelées les courbures principales, et on les
note par

ki(p) < ka(p)

Proposition 2.4.4. Soit S une surface, et p : U — S sa paramétrisation locale.
On note A = (a;)1<ij<2 la matrice de I1 (g, +,) dans la base {01, 02} et M = (my;)1<ij<2
la matrice de Ly, o, dans la méme base. Alors on a
(i) Pour tout 1,5 € {1,2}
0%

(i)

det A
M=G'A t =
‘ det G
0t G = (gij)1<ij<2 est la matrice de la premiére forme fondamentale donnée par
<8g0 &p>
gii = .
K 81‘1 8[L‘j

Démonstration. (i) On a

B dp Oy
a; = Hcp(azl,:cz)<a—mi($)aa—xj($)>

= <Lgp(x)(§_;i(‘r))7 g—z(ﬁ»
= —(Twm(g—ai(x))a g—;u»

- 52w, 2w

nople) g2@) =0 = (A2 @), 2w = ~(7 @)ool

donc le résultat en découle.
(77) On a G est inversible car

det G = ||(91 /\82” 7£ 0
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Montrons que

A=GM
On a
Dy Dy
aij = (Lo (5-(7)), 5—(2))
J »( )(axz ) 8$j
Oy Oy
= (a—gji(x)aLw(x)(a—xj(xm
L, 0p 2 Oy
= (axl(fﬂ),;mm%@»
2
B Oy i
= Do @ gt
2
= Zgikmkj
k=1
= (GM)y
d’otu le résultat. OJ

2.5 Isométries locales

2.5.1 définition et propriétés

Définition 2.5.1. Un difféeomorphisme f : S; — Sy entre deux surfaces S7 et Sy est
une iSométrie st

Vp €8, Vuv€eT,S,  (Tpf(u),T,f(v) e = (u,v)y
Lorsque un tel f existe, on dira que Sy et Sy sont isométriques.

Proposition 2.5.1. Soit f :.S; — Sy un difféomorphisme.
f est une isométrie si et seulement si

Vp € 51, YueT,S, Ly (T f (w) = I(u)

Démonstration. Un sens évident, ’autre découle du faite qu’on a

(Tpf (W), T f () ey = %( f(p) (Tpf(u + U>) — L) (Tpf(u)) — L) (Tpf(v))>
= (Bt v) ~ 1) - ()
- <u7 U>P

Proposition 2.5.2. Soit f: S; — Sy un difféomorphisme.
f est une isométrie si et seulement si pour tout courbe vy tracée sur Sy on a

L(y) = L(f o)
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Démonstration. Supposons que f est une isométrie, et soit v : J — S; une courbe
tracée sur S7 on pose ¥ = f o~ Alors on a

Ly (T, f (' (1)) = Ly ( \/I (T, f(+/(£))) :\/1

= 170l = ol
- /H Ol di - /|w I
= L(y)=L(fo

Réciproquement, supposons que pour tout courbe v tracée sur S; on a

L(y) = L(fo7)

Maintenant, soit p € S et u € T,,S; alors par définition du plan tangent il existe une
courbe 7y :| —€,e[— 5 tracée sur S telle que ~(0) =p et +(0) = u. On a par
hypothése

t)=Lron = [ Iwen@la= [ ol
> [genola= [ 1vola  veel-ed

On dérive par rapport & x en x = 0 on obtient

[(for) O =Y = [Tfl = llul
d’otu le résultat. O

Remarque 2.5. Intuitivement, le fait que f soit une isométrie signifie que ’application
f déforme la surface Sy en Sy sans étirement ni contraction. Un exemple typique est
la déformation d’une feuille de papier (sans la plier). 1l est assez clair qu’une courbe
tracée sur la feuille ne change pas de longueur quand on déforme cette derniére. Or il
est facile de fabriquer un cylindre ou un cone a partir d’une feuille de papier, on peut
donc penser qu’il existe une isométrie locale du plan vers chacune de ces surfaces.

2.5.2 Exemples des isométries locales
Exemple 2.5.1. Considérons les deux surfaces
S1={(0,y,0)/0< 0 <21 et y R}

Sy ={(z,y,2)/2* +y* =1 et x#1}

et l'application f donnée par

f : Sl — SQ
(0,y,0) — (cos@,sinf, y)

Alors f est une isométrie. En effet, pour tout p = (6,y,0) € S1 on a

1 0
1,5 = Vect{ 0,11 }:Vect{el,eg}
0 0
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Soit v € 1,5 alors on a d’une part
U = ure1 + uUges avec ui,us € R
et d’autre part il existe une courbe

a : J—ee — Sy
t o (a(t),aa(t),0)

tracée sur Sy telle que
a(0)=p et (0)=u

ce qui signifie que
(1(0),a2(0),0) = (6,y,0) et (c/(0),05(0),0) = (u1, u2,0)
donc
d
Tf(w) = i),

d .
= = ( cos ay (t), sin ay (1), 042(t)> |t:0

= ( — o1(0) sin a1 (0), & (0) cos a1 (0), 0/2(0))

= ( — Uy sin 6, uq cos b, UQ)

alors en déduit que

ITf )l = \/ui+u3

d’ou f est une isométrie.

FIGURE 2.15 — Un cylindre privé d'une droite est isométrique & un morceau du plan
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Exemple 2.5.2. Soit o €]0, g[ fizé, considérons les deuz surfaces

S1={(rcosf,rsinf,0) /0 <6 <2rsina et 71 >0}
Sy ={(z,y,2) /2> +y* = Z*tan’a, 2z >0}\{(2,0,2)/2 >0}
et Uapplication [ définit par

f : Sl — SQ

(rcos,rsind,0) s (rsinacos (

), 7 cos a)
sin «

),rsin&sin(

S111 (v

Alors f est une isométrie. En effet, pour tout p = (rcosf,rsin@,0) € S; on a

cosf —rsind
1,5, = Vect{ sinf |, | rcos@ } = Vect{e}, €5}
0 0

Soit v € 1,5 alors on a d’une part

U = uye] + usel avec uj,uy € R

Jull = \/u? + r2u

o(r,8) = (rcosf, rsind,0)

donc

et d’autre part pour

on a
O(fo d(fo
niw) = w2206 g 1,229 g
smozcos(si a) —rsm(si a)
= U . . “+ Ug
smasm(sina) rcos(smoé)
cos a
donc
— 2 4 2,2
1T f ()l = yfui +r2u;
=

d’ou f est une isométrie.
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FIGURE 2.16 — Un cone privé d'une droite est isométrique & un morceau du plan

2.5.3 Isométrie entre la sphére et le plan

Notre objectif dans ce paragraphe est de montrer qu’il n’existe pas une isométrie
entre la sphére et le plan.

Proposition 2.5.3. Soit f : 51 — Sy un difféeomorphisme.
f est une isométrie si et seulement si pour toute paramétrisation locale ¢ : U — Sy les
coefficients métriques E, F et G de ¢ et E,F et G de f o @ sont les mémes.
i.e

E=E, F=F, e¢ G=G
Démonstration. Supposons que pour toute paramétrisation locale ¢ : U — 57 les
coefficients métriques E, F et G de ¢ et E, F et G de f o sont les mémes. Alors pour
toute courbe 7y tracée sur p(U) C S; donnée par

vl — e(U)
t — p(zi(t), 22(t))

L(y) = / V(@ 0) 2B (), 22(0)) + 204 ()25 (8) F (21 (8), 22(1)) + (a5(8))*Clar (1), @ (1)) dt
= / V(@ 0O) 2B @1 (1), 22(8)) + 22, (258 F (w1 (1), 22(8)) + (25(8))*C o (1), 22(0)) dt

donc f est une isométrie.

Réciproquement, Soit ¢ : U — S; une paramétrisation locale, et p € p(U). Alors il est
clair que f o est une paramétrisation locale de Sy contenant le point f(p). Si on note
{91,0,} la base de TS associé a ¢ et {0y, 0} la base de Ty(p)S2 associé a f o ¢, un
calcul des coefficients métriques donne que

01,03 10) = (Tpf(9:), Tpf(9)) s
= (0:,05)p
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pour tout ¢,7 = 1,2. Et donc E:E, F=F,6 et G=G.
D’ou le résultat. []

Théoréme 2.5.1. (Theorema egregium, Gauss 1827)
Soient S, et Sy deux surfaces de R®. Si elles sont isométriques alors elles ont méme
courbure de Gauss.

Démonstration. C’est un long calcul qui exprime la courbure de Gauss K en termes
des coefficients métriques E, F et G et de leurs dérivées.

Soit ¢ : U — S une paramétrisation locale de S et E, F, G les coefficients métriques
associés a .

Soit p = ¢(z) € p(U), on note {J;, 02} la base de T,,S; associée a .

Alors l'application de Gauss n est donnée par

nop(xr) = —81/\82
L PG|

et la courbure de Gauss K donnée par

( ) . detA . a11Q929 — (a12)2
V= 3eG ™ o nau?

ou G et A sont les matrices de la premiére et la deuxiéme forme fondamentale respec-
tivement dans la base {0y, 0> }.
On note
(2
Iy
W(if) = 0n
1
At
W(ﬁ) = O
2
0
\ 81‘18.%2

(z) = O
donc on a

a1 = (Ou,nop(x))
1

——— (011,01 N\ O

||81/\82||< 11, 01 2>
1

= —————(099,01 N O

22 ||51/\82||< 22, U1 2>
1

= ———— (012,01 A\ O
12 ||51/\82||< 12, 01 2>

alors

K(p)||oy A do||* = (911,01 A Da). (D9, D1 A D) — ((Dr2, 01 A By))?
= det(an, 81, 82) det(agg, (91, 82) — (det(@lg, 81, 82))2
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det(X,Y, Z).det(X',Y, Z) =

donc en remplacant en trouve

<8117822> <811781>
K(p) ot Ade| = |(01,00) E(x)
<82,822> F(%)

= (01, 0a2)
<627 a22>

<8117 a22> - <612, a12>

(011, 02)

F
G

()
()

(O11,01)

E(z)
F(x)

(X,Y)
(Y, Y)
(Z2,Y)

<al27 a12>
<817 812>
<82> a12>

(O11,05)

F(x)
G(z)

En dérivant E(x) = (01,01) par rapport a x; on obtient

0

By = —
! 81’1

de méme

\

(0ro, ) = 5

(E(l')) = 2(811, 81>

oy

=

Dérivant maintenant F(z) = (01,02) on obtient

0
= —
! aﬁl’l
0
= —
2 8%2

d’ou

1

<811762> = Fl - §E2

1
(Ong,01) = Fy — §G1

Il reste le terme le plus délicat

<8117 a22> - <8127 a12>

57

(F(a:)) = (011, 0) + (01, 012)

(F(x)) = (091, 02) + (01, On2)

(X, 2)
(v,
Z

{

det("(X,Y, Z)).det(X',Y, Z)
det("(X,Y, 2).(X",Y, 2))

<X’ X,>
(Y, X')
(Z,X)

Z)
,Z)

(012, 01)
E(z)

0
(01, O12)
(D2, Ora)

1
(O11,01) = §E1

(12, 02)
F(x)
G(z)
(D12, 01)

E(x)
F(x)

(Or2, Os)
F(x)
G(z)




pour le traiter on va dériver les relations précédentes.

On a

et par conséquent

<all7 822> - <8127 al?)

0
0_1’2(<811’82>> = (0211,02) + (011, 0
= (O112,02) + (001, 0
0
8_56’1(<822’81>> = (O122,01) + (092,0
= (0221,01) + (001, 0
0
8_:(:2(<812’81>> = (0212, 01) + (02,0
= (0221,01) + (012,0
0
8_121(<812’ 82>) = (0112, 02) + (012,012
1,0 0
= §<a—x2(<511,52>) + 6_1(<822781>>
1 1 1 1
= §<F21 — §E22 + Fip — 5011 — §E22 - —G11>

1
Ey + Fio — §G11

Ainsi K ne s’exprime qu’en fonction de E, F, G et de leurs dérivées premiéres et

secondes.
Et comme on a

alors on pose

K(p) %

1

2

100 A Ooll = VE(@)G(x) - F2(x)

=0y A o]t = (B(2)G(x) — F*(x))?

Au passage nous venons d’établir la formule de Brioschi

1
Esy + Fig — §G11
1
F,— -Gy
1 2
e
54

1
- §E2

Corollaire 2.5.1. Il n’existe pas une isométrie entre la sphére et le plan.

Démonstration. Comme la courbure de Gauss du plan est nulle et celle de la sphere
non (K(p) = 1/r* # 0), alors en déduit d’apres le théoréme précédent que le plan et la
sphére ne sont pas isométrique.

o8

]



Chapitre 3

Propriétés des transformations de
Mobius

Dans ce chapitre on va parler premiérement sur la sphére de Riemann ensuite on
va voir les transformations de M&bius et leurs propriétés algébriques et géométriques.
Enfin on terminera ce chapitre par la notion de birapport et quelques applications.

3.1 La sphére de Riemann

3.1.1 Définitions et propriétés

Définition 3.1.1. La sphére de Riemann C. peut étre définie comme [’ensemble
C U {oo} obtenu en augmentant l’ensemble C des nombres complezes avec un point
supplémentaire, noté oo, ot oo n'est pas un nombre complere, mais est un élément
supplémentaire ajouté a l’ensemble, avec les conventions supplémentaires

=0

z
Z + 00 = 00, 00 X 00 =00, €& —
00

pour tout z € C, et

ZXo00o=00, et

(@RI

pour tout z € C*.

Remarque 3.1. Le point oo ne peut pas étre ajouté a lui-méme ou soustrait de lui-
meéme. De plus, 0 et oo ne peuvent pas étre divisé par eux-mémes.

Définition 3.1.2. (topologie de C.,)

La sphére de Riemann est munie de la topologie suivante. Les voisinages d’un point
z € C sont les ouverts de C qui contiennent z, auxquels on peut ajouter ou non Q.
Les voisinages de oo sont les ensembles qui contiennent tous les nombres complexes z
tels que |z| > r pour un certain réel r.
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3.1.2 Projection stéréographique de la sphére de Riemann
Définition 3.1.3. (projection stéréographique)
La projection stéréographique de la sphére de Riemann est donnée par
T g — Cus
+1 st (u,v,w) # (0,0,1)

00 st (u,v,w)=(0,0,1)
de plus 7 est bijective et son inverse est donnée par

1 C — $?
( 2R[2]  29[z] |2)? - 1>
22+ 17 22+ 17 |22+ 1

(0,0,1) stz =00

Comme la sphére unité $2 de I’espace euclidien R? est un espace métrique compact,
et comme la projection stéréographique 7 est un homéomorphisme, on en déduit le
résultat suivant :

Proposition 3.1.1. La sphére de Riemann C, = C U {oc} est un espace topologique
compact. De plus il est métrisable, c’est a dire que sa topologie peut étre définie par
une distance.

3.2 Transformations de Mobius
3.2.1 Définitions et propriétés
Définition 3.2.1. Soient a,b,c et d des nombres complexes satisfaisant
ad — bc # 0 (3.1)
Alors la transformation de Mébius associer est l'application fiqpcqa définit par

Hapbed - (Doo — Coo
az+b

cz+d

z

pour cz +d # 0 avec
a

st ¢#0
“a,b,c’d(j) =00 et fgped(oo) = { ¢ , 7 .
o S C =

Remarque 3.2. Cette définition peut sembler mathématiquement incorrecte pour le
lecteur averti. En effet, comment peut-on définir une fonction sur Cy, ¢ Cela laisse
supposer que l'infini est un point au méme titre que 0 ou 141, et que l’on peut évaluer
une transformation de Mdbius figpcq en ce point. Peut-on dire que cette opération
revient tout simplement a calculer la limite z tend vers oo, autrement dit, a-t-on [’égalité
Zli_)rglo Haped(2) = tapea(00) ¢ La variable z étant compleze, elle peut tendre vers l'infini
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dans toutes les directions possibles. Méme si le module de z tend indubitablement vers
linfini dans tous les cas, rien ne garantit a priori ’équivalence de ces deux limites. C’est
grdce a la projection stéréographique que l’on peut contourner ces difficultés techniques
et identifier l'infini dans le plan complexe a un seul et unique point.

Notation 3.1. On a pour tous nombres complexes a,b,c et d qui vérifiant (3.1)

A= (Z Z) € GL(2,0)

Alors on note fiqpcq par pa et on a pour tout z € C

az b si cz+d#0 ¢ ¢40
palz) = et d N N ZICOER
00 si ¢c#0 et z=— oo st c=0
c
1 b

Exemples 3.2.1. 1) La matrice A = définit Uapplication pa(z) = z+ b, il

0 1

s’agit donc simplement de la translation par le vecteur b € C.

2) Si A= <g 2), Uapplication correspondante est pa(z) = %z, la multiplication

a
- € C~.
par p S
: o1 . .. 1
3) La matrice A = 10 induit Uapplication pa(z) = —.
2

Théoréme 3.2.1. Les transformations de Mdobius sont des applications injectives.

Démonstration. Soit p4 une transformation de Mobius, alors on a

N az1+b  az+b

cz1+d  czy+d

= (az1 +b)(cza +d) = (azy + b)(cz1 + d)
= adz; + bcze = adzy + bezy
=
=

pa(z1) = pa(z2)

(ad — bc)zy, = (ad — be)zy

21 — %9
d’ou le résultat. O

Proposition 3.2.1. Soient A, B € GL(2,C) et pa, up les transformations de Mébius
correspondantes (resp.). Alors pa o up est une transformation de Mdobius et on a

HAB = HA O UB
ot pap est la transformation de Mdobius correspond a AB.

Démonstration. Soient A et B deux matrices de GL(2,C) telles que

! bl _ [ a2 b2
a=(0n) e o=
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donc on a AB € GL(2,C) et

AB — as b5 [ a1az + blcg a1b2 + bldg
N C3 d3 N c1a9 + d102 Clbg + dldg

Soient p4, g et pap les transformations de Mobius associer & A, B et AB respective-
ment, alors on a

b b
pa(z) = le,:jl——di pour c¢i1z+d; # 0 , up(z) = Z;Zidz pour coz+dy # 0
“ +b

pap(z) = ij+ di pour c3z+ds # 0
1) Supposons que z est un nombre complexe (i.e z € C).

On a

(al,uB(Z) + 51)(022’ +dy) = ay(azz + by) + bi(coz + da)

= azz+ bg

et

(Cl/LB(Z) + d1)<CQZ + dg) = Cl(CLQZ + bg) + dl(CQZ + dg)
= c32+ dg

Alors on distingue deux cas.
1" cas : Si ¢z + dy # 0 on a deux sous cas

i) Si cipup(z)+di #0 on a

paopp(z) = pa (MB(Z))
arpp(z) + by
cipp(z) + di
azz + b3

c3z +ds

= pap(2)

i) Si ciup(z) +d; =0 on a

MA(#B(Z)) = —legj((;)j_rz

= o0
et on a
csz+d3 =0 = pap(z) =00
donc
paopp(z) = MA(MB(Z))
= 00

pas(z)
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Alors on a
paopp(z) = pap(z) Vz e C tel que coz+dy #0 (3.2)

2¢me cag : Si cyz +dy =0 on a
D’une part, on ne peut pas avoir ¢ = dy = 0, car B € GL(2,C).Donc ou bien
z=dy=0 et co#0 oubien ¢y #0, dy #0 et z = —dy/cy. Alors dans les deux cas
ona cg #0 et z = —dy/ce. Et d’autre part, pour la méme raison on ne peut pas avoir
a9z 4+ by = coz + dy = 0, alors comme coz +do =0 on a asz + by # 0.
donc
pp(2) =00

et puisque z = —dy/cy alors on a

ca(azz +b3) = —dsaz + cabs
= co(arby + bidy) — do(ajag + byics)
= 01(0252 - Cl2d2)
ajco(azz + be)
de méme on trouve
co(csz + dg) = ciea(asz + by)

et comme ¢y # 0 alors
(azz + b3) = aj(azz + by) et (c3z +d3) = c1(azz + by)
On distingue deux sous cas
i) Si ¢; #0 alors on a
_ 4
pap(z) = e
114 (00)
= Ha (MB(Z))
= a0 pp(?)

i) Si ¢; =0 alors on a

c3z+d3=0 = pap(z) =00

donc
pap(z) = oo
= p1a(00)
= MA(#B(Z))
= paopp(2)
Alors on a
paopup(z) =pap(z) Vz e C tel que cz+dy=0 (3.3)
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Donc de (3.2) et (3.3) on déduit que

Vee C  paopp(z) = pas(z)

2) Maintenant, supposons que z est égale a U'infini (i.e z = 00).
On a deux cas

1" cas: Si co #0 on a
(00) = =
KB o

alors on distingue deux sous cas

i) Si c1pup(00) +dy # 0 alors on a

fra o pp(o0) = MA(MB(OO))

B a1a9 + blcz
cras + dyco
=
= pap(o0)
i1) Si ciup(oc0) +dy =0 on a
d
QLTG5 5 =0
Co
et
pa(pp(00)) = oo
donc
pap(o0) = o0
= pa(pp(0))
= a0 pp(00)
2¢m€ cas: Si ¢y =0 on a:

ji(00) = o0

alors on distingue deux sous cas :

i) Si ¢; # 0 alors on a
as = a10as et Cc3 = €109
avec as # 0 car B € GL(2,C) alors

paopp(oo) = pa(pn(c0))

= pa(oo)

&
as

C3
= pap(00)



ii) Si ¢; =0 alors on a
pap(00) = 00 (01:02:0 = 03:0)
et

frao pp(o0) = MA(MB(OO))

= pa(0)
= o0
= pap(o0)
et donc on a
fta © pp(00) = pap(co) (3.5)
donc le résultat découle de (3.4) et (3.5). O

Proposition 3.2.2. Soit A € GL(2,C) et pa la transformation de Mébius associé.
Alors on a pour tout o € C*

HA = HaA
oU ftaa est la transformation de Mdbius associé a oA

Démonstration. Soit @ € C* et A € GL(2,C) telle que

a b
)
Alors comme A € GL(2,C) et a € C* on a

ad = (‘m ab) € GL(2,C)
ac «

donc pour tout z € C tel que cz+d # 0 on a

az+b
cz+d
alaz +b)
a(cz +d)
aaz + ab

pa(z) =

acz + ad
= :uaA(Z)

et on a par définition

et
g .
pa(oo) = {C ,
00 st ¢c=0

d’ou le résultat. O



Proposition 3.2.3. Soit A € GL(2,C) et pa la transformations de Mébius associé.
Alors 4 est bijective et sont inverse uy' est donné par

—1
Hap = Ha-1 = HtecomA

ol a1 €t fLicoma sont les transformations de Mobius associé respectivement a A~
et tcomA.

Démonstration. Soit A € GL(2,C) alors on a

1
AN = teomA
det(a) “"

= a'comA

avec 1
@ = o) 7

On a d’apres la proposition 3.2.1.

{ fra o pa-1(2) = pp(2) = 2
pra=1 0 pia(2) = pp(2) = 2
donc on a
HA O pla-1 = pia-1 0 g = idg,,
d’ou
Ha' = pas
et comme

A7l = atcomA

alors d’apres la proposition 3.2.2. on a

Ha-1 = [btcomA

d’ou le résultat. O

3.2.2 Transformations de Mobius et rotations

a b

Théoréme 3.2.2. Soient A = (C d) € SL(2,C) et pa sa transformation de Mébius

associ€ définit par
Ha Coo — (Doo
az+0b

z
cz+d

pour cz +d # 0 avec

HA(_—d) =00 et pa(o0) = { ¢ er?

c 00 st ¢=20

Alors pa correspond a une rotation de la sphére unité S? si et seulement si d = a et
c= —b.
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Démonstration. Supposons que d = @ et ¢ = —b alors on a

|a|2—|— |b|2 =1
et
(2) az+b
Z) = —
Ha —bz+a

pour —bz + @ # 0 avec

Soit (ug, vo, wp) € $2\{(0,0,1)}, on pose

Uy + 1
1 — Wy

20 = 7T(U'07’U07w0) =

Soit z1 = pa(zo) alors

az+0b

—bz +a

a(up + 1vg) + b(1 — wy)
—b(ug + ivg) + a(l — wp)

Comme la projection stéréographique est bijective alors
3 (ug, vy, wr) € $P\{(0,0,1)}, 21 = 7(u1, vy, w1)

ou
23%[21] 2%[21]

= —: ’Ul =
)
|21]2 + 1 |21)2 4+ 1
Maintenant nous cherchons a exprimer les valeurs de uy, v1 et w; en termes de ug, vy
et wy. On a

. ’21‘2 -1

t == -
S PR |

Uy

|la(uo + ivg) + b(1 — wp)|* = (a(ug + ivy) + b(1 — wy)) (a(uo — ivg) +b(1 — wp))
= a|*(ug + vg) + [BI*(1 — wo)* + 2R[ab(uo + ivo) (1 — wp)]

[1 + (|af? = [B2)wo + 2R[ab(uo + ivo)]] (1 — wo)

de méme on trouve

| = Bluo + ivo) + a1 = wo)? = |1 = (|af? = [b)wy — 2R{ablug + ivo)]] (1 - wp)

donc _
1+ (Ja* = |b]*)wo + 2R[ab(ug + ivo)]

1 — (|la|?> — |b>)wy — 2R[ab(ug + ivo)]

217 =

d’ont

2
1 —(Ja|> = [b]?)wo — 2%[&5(% +ivg)]

’21|2 +1=
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Et comme

a(ug + tvg) + b(1 — wy)
—b(ug + 1vg) + a(l — wy)
[a(ug + ivg) 4+ b(1 — wo)] [ — buo — vo) + a(1 — wo)]
| — b(ug + ivg) + a(l — wp)|?
(a® — b*)ug + i(a® + b*)vg — 2abwy
— (|a)? = |b]2)wo — 2R[ab(ug + ivo)]

alors
up + vy = (a® — b*)ug + i(a® + b*)vy — 2abwy

et
wi = (Ja|* — [b]*)wo + 2R[ab(ug + ivo)]

Supposons que b # 0, alors ceci implique que |a| < 1 et donc

36 €10, 2], Ra] = cosg

et soit [, m et n trois nombres réels déterminés de telle sorte que

0
a:cos§+insin§ et b:(m—il)sin§
donc ceci implique que
P+m*+n®=1 (car : |a®| +[b]* =1).
On a
la]* — [b]* = cos® b + (n* = (m* + %)) sin® b
N 2 2
= cosf +n*(1 — cosd)
2 32 20 . : 220 2 _ o 2y 2
a®—b" = cos” = 4 2incos = sin = — n°sin” = — (m* — 2ilm — [*) sin” =
2 2 2 2 2
6 0
= cos? 3 +insind + (I* + 2ilm — (m* + n?)) sin’ 3
= cosf+insind + (I* +ilm)(1 — cos )
6 0 6
a’+b* = cos’ 2 + 2in cos 2 sin 5 n? sin’ 2 + (m? — 2ilm — [?) sin? 2
6 6
= cos? 2 +insind + (m* — 2ilm — (I + n?)) sin® 3

= cosf +insind + (m? — ilm)(l — cos )
)(
(1—
)
(

(m —il) sin
l

2ab = 2(cos 3 + insin sin

+il)
im)(1 — cosf)
)

= (m+il)sing —

0
2ab = 2(cos 3 + insin

3[\3|%§l\3|

= (m—il)sinf + n(l+im) 1—0050)
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alors
u; = uR[a® — 0] — voS[a® + b*] — 2weR|ab]
= wgcosf — (mwy + nvg) sin @ + [(lug + mvy — nwg)(1 — cos )
ueS[a® — b%] + veR[a® + b?] — 2woSab]
vg cos 0 + (nug + lwp) sin 6 + m(lug + mvg — nwo)(1 — cos )
wy = (|la]* = [b*)wo + 2R[ab(ug + ivy)]

= wpcosf + (mug — lvg) sin @ — n(lug + mvg — nwg)(1 — cos )

U1

On pose
r1 = (ug, vy, wy), ro = (ug, v, wp), et e = (—l,—m,n)
Il est clair que les vecteurs rq, ro et e; sont unitaire de plus on a
rn = (1—cosf)(rg,e1)e; +cosbry+sinfe; A
R(0,¢e1)(ro)

ou R(0,e1) est la rotation d’angle 6 et d’axe orienté par e;.
Comme conclusion on a montrer que pour tout nombre complexe z; et 2o et toute

matrice A = (_ab Z) avec b # 0 et |a]* +[b]* =1 on a

2= pa(z0) = 7 Hz)= R(@,el)(wfl(zo))
Le résultat reste vrai si b = 0. En effet, si b = 0 alors on a

0 7
la|=1 = 30 €]0,27], a:cos§+isin—

2
donc
a’ = cosf +isinf

alors

u; = wugcosbf —vgsind

v1 = vgcosl + ugsinf

wp = Wy
donc

r1 = (1 —-cosf)(rg,es)es+cosbrg+sinbey Arg

= R(0,e2)(ro)

ol es = (0,0,1) et R(0,ez) est la rotation d’angle 6 et d’axe orienté par es.

Réciproquement, pour chaque rotation autour de l'origine dans R? est une rotation
autour d’un axe fixé suivant un angle donné. Il en résulte que, pour toute rotation de
la sphére unité $2 il existe deux nombres complexe a et b tels que la transformation
de Mébius dont ¢ = —b et d = a correspond & la rotation donnée. De plus, une
transformation de Mobius avec les coefficients o', b, ¢, et d’ correspond a la méme
transformation de la sphére comme une transformation de Mobius u si et seulement si
a', b, d, et d sont égaux respectivement a a, b, ¢, et d ou & —a, —b, —c¢, et —d. d’ou le
résultat. O]
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3.2.3 Les groupes SO(3) et SU(2)
Définition 3.2.2. (i) L’ensemble SO(3) donné par

SO(3) :={A € MyR)/ 'AA=1I;, detA=1}

est un sous groupe de groupe orthogonal O(3) appelé groupe des rotations.
(7i) L’ensemble SU(2) donné par

SU(2) = {A S MQ((D)/ tAA = ]2, det A = 1}
est un sous groupe de groupe unitaire U(2) appelé groupe spécial unitaire.

Proposition 3.2.4. On a

SU<2):{(_“B 2)/ a,b €C, |a>+p>=1}

Démonstration. 11 est clair que la matrice (_al_) 2) avec a,b € Cet |al*+]b]*> =1 est
dans SU(2).

a

Réciproquement, Soit A = <c b) alors A € SU(2) si et seulement si on a

d
a ¢ a b 1 0
ad—bc=1 et (b d) (c d) = (0 1)

ad—bec=1, |a*+|c|*=1, [pP+|d*=1, et ab+ed=0

ceci équivalent a

a

I’équation ab+ ¢d = 0 nous dit que le déterminant ‘ _ = 0. Donc le vecteur (a, —¢)

—C b‘
est colinéaire a (d,b). Donc il existe A € C tel que

d=)a _ [d=)a_
b=\ c= b

donc

ad—bc = 1
= Mal* + Ale|?
= Alal* +cf’)

alors A = 1 est par conséquent

d’ou
-b a

d’ou le résultat. O

A= ( @ b) et laf> + b]* =1
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Remarque 3.3. Le théoréme 3.2.2. garantit que pour chaque matrice A de SU(2) la
transformations de Mdbius associé py correspond a une rotation de la spheére $° C R?.
On obtient de cette facon un homomorphisme de groupe entre le groupe spécial unitaire

SU(2) et le groupe des rotations SO(3) dans R?.
D’ou la proposition suivante.

Proposition 3.2.5. Considérons 'application ¢ définit par

e @ SU(2) — SO(3)
A — %(RMA(Qpel)y/Bcano)

ou ///<RMA(9761)7/3cano) est la matrice de la rotation R, ,(0,e1) correspondante a la
transformation de Mobius py associé a A dans la base canonique Beano de R. Alors ¢

est un homomorphisme de groupe surjectif, dont le noyau est Kerp = {+1}.

Démonstration. 11 est clair que ¢ est un homomorphisme de groupe. La surjectivité
découle de la démonstration du théoréme 3.2.2.. Montrons que le noyau de ¢ est égale
a{£rl}.

a

Soit A = (—Z_) 2) € Kery alors on a

RMA(9,€1) = idg3

pa = ide,,

afz—ij_:z Vz € Cqx
—bz+a
b2 +(a—a)z+b=0 VzeC
b=0 et a=a

a==*+1

1 0
A:(o il)

Corollaire 3.2.1. L’application ¢ définit par

7 SUQ{EI} —  SO®3)
A — p(A) = p(A)

T T

est un 1somorphisme de groupes.

@ est un isomorphisme de groupe topologique.

3.3 Le birapport

3.3.1 Définitions et propriétés

Définition 3.3.1. Etant donnés zy,zs, 23,24 € Coo avec z %+ z4 et z9 # 23, leur
birapport est le nombre complexe

23, 24 = (21— 23)(22 — 24)
(21, 22; 23, 24 (29 — 23)(21 — 241)

e C,
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avec la convention que [00, z2; 23, 24] =

données.

. , z
Notons que cette convention est naturelle, puisque

22 — 24
22 — 23

Z2 — 23

[21, 29; 23, 24] lorsque z; tend vers linfini.

Remarque 3.4. 1) Si 2y = 2 = z on obtient

2, 2; 23, 24) =

(z — 2z3)(z — 21)
(z — 2z3)(z — 24)

=1

, et similairement pour les autres coor-

—z
L est la limite du birapport

indépendamment de la valeur de z3 et de z4. Similairement, |21, 22; 2, 2] = 1 pour tous

21, %9.

2) Par définition du birapport [z1, z2; 23, 24] on a

[Zl, 22 23, 24]

[22, 215 24, 2’3]

= [2’3724;21722]
1

1

[227 215 %3, Z4]

[2’1, 295 24, 23]
= 1— [z, 23 29, 24]

Théoréme 3.3.1. Soient z1, 29, 23,24 € Co avec z1 # zy4 et 29 # 23, et soit s une
transformation de Mobius. Alors on a

[a(21), pa(22); pea(zs), pea(z0)] = (

et on a

[114(21), pa(22); ra(23), pa(za)] = [21, 225 23, 24

Démonstration. On a

az1 +b

(ra(z1) = pa(23)) (palze) = pra(a))

azz3+b

pa(z1) — pa(zs)

czl+d_c,23+d

pa(z) — MA(ZB)) (MA(Zl) - MA(Z4))

(azy + b)(cz3 +d) — (azs + b)(cz1 + d)

(cz1 + d)(czs + d)

(ad — be)(z — z3)

(cz1 4+ d)(cz3 + d)

donc, de méme on trouve

alors

d’ou le résultat.

pa(z2) — pa(z) =
pa(z2) — pa(zs) =

pa(z1) — palz) =

[IUA(ZI)a NA<22)§ MA<Z3), NA(Z4)] = (

(21— 23)(22 — )
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3.3.2 L’action des transformations de Mobius sur la sphére de
Riemann

Théoréme 3.3.2. Soient {(1,(2, (3} € Co distincts et {wy,wq, w3} € Co distincts.
Alors il existe une unique transformation de Mobius pu : Coo — Co telle que p((;) = wy
pour it =1,2,3.

Démonstration. Pour l'existance, on construit p; envoyant {(i, (s, (3} sur {0,1, 00}
ainsi que pp envoyant {wy, wy, ws} sur {0, 1,00} auquel cas la transformation p5 ' oy
sera la transformation de Md&bius recherchée. La construction de i, ayant les propriétés
voulues repose sur 1’observation que

z=G
z) = A
p1(z) 2~ Gy
pour un A € C* quelconque satisfait p;(¢;) = 0 et p1(¢3) = oo. Alors on posant
G—C 2—Q
Z - * - ) Z; )
(?) G—GC z2—GC o7 Gy

on obtient également que p;(¢2) = 1. Notons que nous utilisons de fagon cruciale le
fait que (3, (s et (3 sont distincts pour la construction de p; comme transformation de
Moébius. La construction de ps est exactement pareille, elle est donné par

Wo — W3 2 — Wy

pa(z) = : = w2, z; w3, wi]
Wo — W1 2 — W3
on a donc ps(wy) = 0, pa(we) = 1 et pa(ws) = co. Alors on a construit la transformation
de Mobius p = 5" o puy telle que u(¢;) = w; pour i = 1,2, 3.

Pour 'unicité de la transformation de Mobius construite ci-dessus, on utilise le fait
suivant :

il existe une unique transformation de Mébius N : C,, — C4 telle que N(0) = 0,

N(1) =1 et N(oo) = co. En effet, si on pose

az+b
cz+d

N(z) =

alors N(0) = 0 donne b = 0, alors que N(1) = 1 donne ¢ = 0, si bien que N(1) =1
implique que a = d. On en conclut que N = id¢_. Revenons alors & la preuve de
I'unicité de p : Si g/ est aussi transformation de Mobius telle que p/((;) = w; pour
i =1,2,3. On a alors que fip 0 jto p; " et pg oy’ o py' sont deux transformations de
Mébius envoyant {0, 1,00} sur {0, 1,00}, si bien que popou;t = pyopu’op;* et donce
= p'. D’ou le résultat. O

Proposition 3.3.1. Soit p: Coc — C la transformation de Médbius définit par

o) =1

pour tout z € C*. Alors on a
(1) p est une application conforme.
(71) p envoie les droites et les cercles de Coy sur des droites et des cercles de Co.
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Démonstration. (i) En identifiant C avec R? on a

p o RA{(0,0)} — I352\{(0,0)}

. -y
(l‘,y) 7 (x2+y27x2—|—y2)

Maintenant prenons deux courbes planes v; et v, paramétrées par la longueur d’arcs
telles que

o R R*\{(0,0)} o 2 R
/ (t /

N
> (ua(t),vi(1))

R*\{(0,0)}
(t

—

— (ua(t), va(t))

Et soit A = (a,b) € R*\{(0,0)} un point d’intersection de 7, avec 7, c’est-a-dire
Jti,ta € R, m(t) =1(t2) = (a,b)

Alors, 'angle entre les deux courbes 7, et 7, au point A est donnée par

= arccos (i (t),75(t2))
0(4) = (M(tl)ll : II%(tz)H)

= arccos (u'l (t1)usy(ta) + 0] (751)1)5@2))

On pose

et

7o+ R o— RA{(0,0)} T Ro— RA{(0,0)}
t —  poml(t) t —  poml(t)

I1 est clair que A" = p(A) est un point d’intersection de 7, et s, alors 'angle entre
1 et Y5 au point A’ est donnée par

é(A/) = arccos < 9 (tl‘)’.%(@» )

On a d’une part

V() = Jac(p, A).yy(t)

1 [62 —a®> —2ab uy(t)
21022 | 2ab b — 2} '

(L e "1\

1 (b% — a®)u) (t1) — 2abv](t1)
2 232
(@02 \ 90w (1) + (0% — )t (1)

donc

N|=

1)l =

(2 + 3 (e ()P + (05 (1)2)]
(a? + b2)4
4]
a2 +b2
1
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de méme on trouve

Yaltz) = Jac(p, A).75(t2)
(0% — a®)ub(ta) — 2abv(ts)

1
- 2 1 122
(a? +02) 2abuly(ty) + (b* — a®)vh(ts)
et ,
||’3//(t2)|| _ ||72(t2)|| _ 1
A =

a2+ b2 a2+ b2
et d’autre part on a

(a® + b))% (uf (1) uh (t2) + v] (t)vh(t2))
(a2 + b2)1
' (1) uy(ta) + vy (t)vy(ta)
(a® 1 b2)2

d’ou

u (t1)u(ta) + vi(t)vh(ta)
(a? + b%)?

= arccos (u} (t1)uh(ta) + vy (t1)vh(ts))

= 0(A)

0(A") = arccos < (a® + b2)2>

(77) On va distingué deux cas, dans le premier cas on va montrer que p envoie les
droites sur des droites ou des cercles et dans le deuxiéme cas on va montrer que p
envoie les cercles sur des droites ou des cercles.

1¢" cas : Soit A une droite dont 1’équation est donnée par

Z0z+2z=2c ou c€R (3.6)

donc pour w = p(z), avec z # 0 on a z = 1/w. On remplace z par 1/w dans (3.6) on
obtient

- _ 2

Zow + zow = 2¢|w] (%)
alors on a deux sous cas :
1) Sic=0, alors (%) devient

Zow + zow = 0

qui est une équation d’une droite.
2) Sic#0, alors (%) devient

20w Zow 20 20 | 20|
. — 0 = _ = _ ) —
we 2c 2¢ (w 20) ( 20) 4c2
Z_() |ZQ|
= _ ==
|w 2c 2c

qui est une équation d’un cercle.
2°¢ cas : Soit € un cercle de centre zy et de rayon r, alors son équation est donné
par

|z — 20| =7 = |z— 2| =17

= (z2—2)(z — 2) =12

= |22 22— 25+ |n)P—r*=0 (xx)
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Maintenant soit w = p(z), avec z # 0 alors on a z = 1 /w. On remplace donc z par 1/w
dans (*x) on trouve
1 — 2ow — Zo@ + |w|*(|20)* — %) =0 (3.7)

donc on distingue deux sous cas :
1) Sir = |z, alors (3.7) devient

2ow + Zow =1
on pose o = Z; alors on a

oaw+aw =1

c’est une équation d’une droite.
2)  Sir# |z, alors (3.7) devient

|w|2 o Zow . ZoWw 1 —0
P TP [l -
on pose
20 9 2 1 7’2
wp=——— et s =|wl|" — —
2o — 72 B =7 (P —r2)°
alors on a

ww—wocv—chw—i—wocJo:s2 = (W—WO)(W—W()>IS2
= |w—w =5

donc c’est une équation d’un cercle.

On en déduit que la transformation M6bius qui envoie z & 1/z pour tous les nombres
complexes non nuls transforme les droites et les cercles en droites ou cercles. O]

Théoréme 3.3.3. Toute transformation de Mdbius envoie les droites et les cercles de
Cs sur des droites et des cercles de Cy,. De plus elle est conforme.

Démonstration. Soit p une transformation de Mébius donnée par

az+b
cz+d

w(z) =

pour tout z tel que cz + d # 0. Alors on distingue deux cas :
1" cas: Sic=0on a

a b
wu(z) = 77 + p
alors on pose
a b
AR =% @ pe)=a+o

on a
= fao fi

et comme f; et fy sont deux applications conformes et elles conservent les cercles et
les droites (homothétie et translation), d’ou le résultat.
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2¢Mm€ cas : Sic# 0 on a

az+b
cz+d

a bc — ad

c  c2z+cd
a 1
= 4 5

u(z) =

c ( c )+ de
bc—adz bc — ad

alors on pose

2 de

hiz) = (bc - ad)z’ flz) ==+ bc —ad’

f3(z) = é, et fi(z2) :z—l—%

on a
p=fio fzo f20f1
et comme fi, fo, f3 et fy sont des applications conformes et elles conservent les cercles

et les droites, alors on obtient le résultat.
Donc d’aprés les deux cas le résultat en découle. m

Concluons ce paragraphe par une jolie application de la notion de birapport.

Proposition 3.3.2. Quatre point distincts z1, 2o, 23, 24 € Cs sont sur un cercle dans
Cs si et seulement si leur birapport est réel.

Démonstration. 1l est clair que 'application

(2) = (2 — 23)(22 — )

= e = [z, 22; 23, 24]

est une transformations de Mo6bius qui satisfait

w(z1) = (21,205 23, 24),  p(ze) =1, p(zs) =0, et p(zy) = o0

alors, comme p préserve les cercles dans C.., 21, 22, 23 et z4 € C4 sont sur un cercle
si et seulement si pu(21), pu(22), 1(z3) et u(z4) sont sur un cercle, i.e. si [z1, 29; 23, 24, 1,0
et oo son sur un cercle de C,. Or les cercles passant par oo sont les droites dans C,
c’est le cas si et seulement si [z, 29; 23, 24] est sur la droite passant par 0 et 1, c’est
exactement 'axe réel dans C auquel on a ajouté le point oo.

d’ou le résultat. O]

Exemple 3.3.1. Les nombres complexes zy = 1,29 = 1,23 = —1 et z4 = —i sont sur le
cercle unité du plan complexe, et on a

21,292, 23, % —(
[1727374] (
(
(
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