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Introduction

1)

2)

Dans une variété riemannienne, il existe une unique connexion
(de Levi-Civita), sans torsion compatible avec la métrique. La
courbure de la connexion de Levi-Civita, apparalt comme une
obstruction a I'unicité d’'un modele local. Les courbures de la
connexion de Levi-Civita classifient localement les variétés
riemanniennes.

Sur une variété symplectique (M, w), il existe une infinité de
connexions sans torsion qui laissent w paralléle. (Tondeur a
donné une formule générale pour toutes les connexions
symplectiques). Dans le cadre symplectique, I'intérét des
connexions symplectiques est focalisé sur leurs utilisations
dans la quantification de la déformation au sens de Fedosov.
Certains auteurs étudient la géométrie des connexions
symplectiques dans I'esprit de la géométrie riemannienne
classique ( Vaisman, Lichnerowicz, M. Cahen, S. Gutt,
Gelfand, V. Retakh, M. Shubin, J.F.Fox...)



Connexions Symplectiques



Connexions Symplectiques, Existence et non unicité

Une variété presque-symplectique (M, w) est une variété munie
d'une 2-forme non-dégénérée w. Si en plus, w est fermée (i.e
dw = 0) on dit que la variété (M, w) est symplectique.

Soit (M,w) une variété presque-symplectique. Une connexion
linéaire V est dite une connexion presque-symplectique si V

préserve w i.e :
Vzw(X,Y)=Zw(X,Y)—-w(VzX,Y)—w(X,VzY)=0.

Lemme (Existence)
o

Soit V une connexion linéaire sur M, la connexion donnée par

VxY =VxY + %N(X, Y)+ %N(Y,X),
est une connexion presque-symplectique. Avec N est le tenseur
caractérisé par :

W(N(X,Y),Z) = Vxw(Y,2) (%)
I




Remarquons que :
w est antisymétrique = w(N(X,Y),Z) = —w(N(X, Z2),Y)
w est fermé = ¢ w(N(X,Y),Z) =0.

Lemme (Non unicité)

1
Soit V une connexion presque-symplectique, une connexion V est

presque-symplectique si et seulement si le (2, 1)-tenseur A donné
par
1
AX,Y)=VxY —VxY
vérifie :

w(A(X,Y),Z) =w(A(X,2),Y). (*)

Posons B(X,Y,Z) =w(A(X,Y),2)

la condition (*) est équivalente a
B(X,Y,Z)=B(X,Z,Y),

on dira que le 3-tenseur B est completement symétrique.



En effet, on a

%Xw(Y,Z):0<:>X.w(Y,Z)—w(%XY,Z)—w(Y,%XZ):O
= Xw(Y,Z)—w(AX,Y)+VxY,Z)—w(Y,A(X,Z)+ VxZ)=0
— w(A(X,Y),Z) =w(A(X, Z),Y).

Si une variété presque-symplectique (M, w), admet une connexion
presque symplectique sans torsion alors dw = 0.

En effet, Le tenseur de torsion T d'une connexion
presque-symplectique V est lié a la dérivée extérieure de w par la
formule
dw(X,Y,Z)=w(T(X,Y),Z)+w(T(Y,Z),X)+w(T(Z,X),Y)
qui découle de la compatibilité de w et V et de la somme des
permutations cycliques de
w(T(X,Y),Z2)=w(VxY,Z)—w(VyX,Z)—w([X,Y],2).



Connexions Symplectiques

Définition

Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 2n. Une
connexion symplectique est une connexion linéaire V sans torsion
qui préserve w.

Théoreme

| A

Sur une variété symplectique (M, w), Il existe toujours des
connexions symplectiques. L'espace des connexions symplectiques
est un espace affine modélisé par I'espace des 3-tenseurs
symétriques et complétement symétriques [(S3TM).

Définition

Une variété de Fedosov est une variété symplectique (M, w, V)
munie d'une connexion symplectique.




Tenseur de courbure symplectique

Soit (M,w, V) une variété de Fedosov, on consideére |'opérateur de
courbure associé a V :
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ—Vix yZ.
Par analogie avec le cas Riemannien, on définit :
Soit (M,w, V) une variété de Fedosov, le tenseur de courbure
symplectique est le (4,0)-tenseur défini par
S(X,Y,Z,W)=w(R(X,Y)Z,W).

Le tenseur de courbure symplectique a les propriétés suivantes :
QO S(X,Y,Z,W)=-5(Y,X,Z,W)
Q@ S(X,Y,Z,W)+S(Y,Z,X,W)+S5(Z,X,Y,W)=0.
Q@ S(X,Y,Z,W)=5(X,Y,W,2).

<




En effet, posons
A=S(X,Y,Z,W)=S(X,Y,W,Z)ona:
A=w(R(X,Y)Z, W) — w(R(X, Y)W, Z)
= w(VxVyZ, W) — w(VyVXZ, W) — W(V[X’y]z, W) — w(VXVy W, Z)
+UJ(VYVX W, Z) + w(V[X’y] VV7 Z)

en se basant sur le fait que Vw=0o0na:
XYLU(Z, W) = UJ(VXVyZ, W)—‘y—(.«)(VyZ7 VX W)+w(VXZ,VyW)+w(Z, vay W)
YXUJ(Z, W) = UJ(VYVXZ, W)+w(VXZ,Vy W)+W(VYZ7 Vx W)+W(Z,Vyvx W)

[X’ Y]N(Z, W) = W(V[X,Y]Zz W) +W(Za V[X,Y] W)
on trouve
A= (XY =YX —[X,Y])w(Z,W)=0. O
@ Remarquons que, le tenseur de courbure symplectique vérifie
aussi |'identité de Bianchi suivante :

SX,Y,Z, W)+ S(Y,Z,W,X)+ S(Z,W,X,Y)+ S(W,X,Y,Z) = 0.



Tenseur de Ricci symplectique

Soit (M,w) une variété symplectique, sur E = T, M, fixons une
base de Darboux {(ej, &)1<i<n} :

wx(ei, €) = wx(&,6) =0 et wx(ei, &) =Ji;
Notons {(e/,€*)1<i<n} sa base duale, remarquons que pour
XekE:

ef(X) =w(X,q) et €(X)=—-w(X,e).
Si A est un endomorphisme de E sa trace est donnée par

tr(A) =2 iLy ef (Aler)) + 2111 €7 (A(Er)
= Y it1(wx(Alei), &) — wx(A(€0), &))-

Définition

La courbure de Ricci symplectique ou tenseur de Ricci
symplectique d'une variété de Fedosov (M, w, V) est le 2-tenseur
ric(X,Y) =tr(Z — R(Z,X)Y).
Si {(ej,&)1<i<n} est une base de Darboux de T, M, alors
ricX(X, Y) = 27:1(5(6,',)(, Y,@,’) = S(@,‘,X, Y, e,-)).




Proposition

Le tenseur de Ricci d'une variété de Fedosov (M,w, V) est
symétrique.

tr(p(X. Y)) = E, 16 (p(X, Y)(ei))
—Z, 1(wx(R(X, Y)(ei)

Dans le cadre symplecthue ['analogue du tenseur scalaire est nul :

Proposition

Soit M une variété de Fedosov, la trace de I'endomorphisme de
Ricci est toujours nulle.

En effet, soit 7 I'endomorphisme associé canoniquement au tenseur
de Ricci :  ric(X,Y) =w(F(X),Y). On a
tr(r) = iy (ef (r(e) + &j (7 (&)
= Yima(w(r(e), &) — w(r(e)), &)
= Y7 ,(ric(ej, &) — ric(€j, e)) = 0.
I



Connexion préférée au sens de Bourgeois-Cahen

o || existe des exemples de variétés symplectiques ou il y a un choix
naturel d'une connexion symplectique unique, (préservant quelques
données supplémentaires ) : Variétés de Pseudo-Kahlerienne,
Variétés para-Kahler...

e Bourgeois et Cahen ont introduit une régle pour sélectionner des
connexions symplectiques (Principe variationnel). (Nous allons
prendre les équations liées a ce principe variationnel comme
définition)

Définition

Une variété de Fedosov (M,w, V) est dite préférée si son tenseur
de Ricci verifie :
§(Vxric)(Y,Z) =0.




Courbure sectionnelle symplectique

La courbure sectionnelle symplectique, a été définie par Gelfand,
Retakh et Shubin (1998) et étudiée par D. Fox.(2016).

Soient (M, w, V) une variété de Fedosov, x € M et P un plan de
TM (dit plan tangent a la variété M en x), le plan tangent P est
dit symplectique si la restriction de w a P est non dégénérée. On
note par SGr(2, TM) C Gr(2, TM) sur I'ensemble (ouvert) des
plans tangents symplectiques. Pour Z € T,M et P = Vect(X, Y)
il est facile de voir que la quantité % ne dépend pas du
choix de X et Y. ’

définition

La courbure sectionnelle symplectique du plan P au point x est la
forme quadratique donnée par :

ICXP:PQTXM—H%( 2.2)
w(R(X,Y)Z,Z
Z—> LY




Soit P € SGr(2, TxM), nous pouvons choisir X, Y, qui engendrent
‘P de sorte que P est I'une des formes canoniques suivantes :
r(z2+2z2) reR
r(z—23) r>0
:I:zlz.

Définition
La courbure sectionnelle symplectique d'une variété de Fedosov M
est la fonction :

P — {La forme canonique de K, P},
défini sur I'ensemble SGr(2, TM).




Définition

Une variété de Fedosov (M,w, V) a une courbure sectionnelle
symplectique positive (resp. négative, non négative, etc.) si pour
tout x € M et tout P € SGr(T,M), la courbure sectionnelle
symplectique du plan P, est définie positive (resp. définie négative,
définie non négative, etc.).

|

Définition, Fox

Une variété de Fedosov (M,w, V) a une courbure sectionnelle

symplectique constante s'il existe un 2-tenseur symétrique parallele

A, tel que pour tout x € M et tout P € SGr(2, TxM), on a :
K«P(Z)=A(Z,2) VZ € P.

Théoreme, Fox

La courbure sectionnelle symplectique est constante si et seulement
si la connexion symplectique est de type de Ricci avec un tenseur
de Ricci parallele.

N
’
| \

v




Groupes de Fedosov canonique



Groupe de Lie symplectique

Définition

Un groupe de Lie G est dit groupe symplectique, s'il existe sur G
une 2-forme différentielle w™ symplectique invariante 3 gauche.

Au niveau de I'algebre de Lie g du groupe de Lie G, on a :

Définition

Une algebre symplectique (g, w) est une algebre de Lie g munie
d'une 2-forme non-dégénérée qui vérifie la condition de 1-cocycle :
fuw(lx,yl,z2) =0 V¥x,y,z€g.

Définition
Une algebre de Frobenius (g, dv) est la donnée d'une 1-forme v tel
que

wix,y) =v(lxy]) vx,y€g
soit non-dégénérée.




Groupes de Fedosov canonique

Soit (g,w) une algebre de Lie symplectique. Il est bien connu que g
peut étre munie d'un produit symétrique a gauche défini par la
formule
w(X'yv Z) = _w(yv [sz])'

(i.e., ass(x,y,z) = ass(y, x, z), Vx,y,z € g, avec

ass(x,y,z) = (x.y).z — x.(y.z)).
Géométriquement, ceci signifie que le groupe de Lie symplectique
(G,w™) est muni d'une structure affine invariante 3 gauche donnée
par V,+yT = (x.y)T. Notons par L, : y — x.y et R, : y — y.x.

Lemme
Q L, — R, = ad,
Q w(x.y,z) =w(x,z.y) et fw(x.y,z) =0
Q tr(ady) = —tr(Ly) = —1tr(Ry)
Q tr(Rco Ry) = tr(Rxy).
Q tr(RcolLy,)=tr(Lx,) et tr(ady o ad,) = tr(Lxo L,).

v




Notons que la connexion V est symplectique si et seulement si G
est un groupe abélien. Il est facile de vérifier que

Vewt(yt,zt) = wh(=V,xt, z7).
Donc N(xT,y*) = =V +x* =—(yx)" et

Viery T =3V, ey™ — 3V, exT
est une connexion symplectique. La connexion V ne dépend que du
groupe de Lie et de w, il semble raisonnable de |'appeler connexion
symplectique canonique du groupe de Lie symplectique (G, w).

Définition
Une algebre de Fedosov canonique (g,w, V) est une algebre de Lie

symplectique (G, w) munie de la connexion symplectique
canonique :

Vs =




La courbure d'une algebre de Fedosov

La courbure d'une algebre de Fedosov canonique (g,w, V) est

donnée par :
K(x,y) = _%[RX’ Ry] — %L[X,y] + %R[X,Y]'

v
Corollaire

L’algebre de Fedosov canonique (g,w, V) est plate si
[Rx; Ry] = Rixy] = 2Lixy)-

Soit (g,w) une algebre de Lie symplectique et H € g I'élément
défini par w(H, x) = tr(adyx) = —tr(Lx) pour tout x € g, par
définition, H est nul si et seulement si g est unimodulaire. Notons
par B la forme de Killing de I'algebre de Lie g.



La courbure de Ricci d'une algebre de Fedosov

Proposition

La courbure de Ricci d'une algebre de Fedosov canonique est
donnée par :

ric(x,y) = 2B(x,y) — &tr(ady o L,) + tw(adyx, y)
— %(B(X, y) — w(adux, y))
= 5(B(x,y) + tr(Lx.y)) (Alekseevsky)

Corollaire

L'opérateur de Ricci d'une algebre de Fedosov canonique est donné
par :

Ric = %(b — adH).
Avec, b est I'endomorphisme défini par w(bx,y) = B(x,y).

Corollaire

e Si g est nilpotente ric(x,y) = 0.
e Si g est unimodulaire ric(x,y) = éB(x,y) et Ric = %b.




La dimension deux

Soit aff(R), I'algebre de Lie de dimension deux des transformations
affines de la droite. Il existe une base {e1, &2} tel que [e1, &2] = €.
aff(R) supporte une structure kahlérienne donnée par w(er, &) =1
et Je; = e. Alors on a :
La connexion symplectique canonique :

Veer = —3e1, Ve & = 36, Voo = —3e,
La courbure symplectique :

R(e1, e2)er = Ze.

Le tenseur et I'opérateur de Ricci :

ric(er, e1) = —%, Ric =

o O
o o
| I

La courbure sectionnelle :
2.2
La connexion V n’est ni préférée ni kahlérienne.



La dimension quatre

Parmi les 17 algébres de Lie sympléctiques, la structure de Fedosov
canonique est :
e Plate pour (ths, e!* 4 €23).
e Ricci Plate pour ths, ng, 0}, et D; VL
T

(On remarque que les algebres de Fedosov 07 ; et O; ,y7 sont des
’T

contres exemples d'une algebre de Fedosov Ricci plate non
nilpetente. Sur une algebre de Fedosov Ricci plate n'implique pas
que la courbure est Plate.)

e | 'opérateur de Ricci sur une algebre de Fedosove de dimension
quatre est au plus 2-nilpetent.

e Les algebres dont la connexion canonique est préférée sont

/
ths, te3,_1, T3, N4, t4,-10, t401 €t D, 7.
72



La dimension six

e Parmi les 25 algebres de Lie de Fedosov nilpotentes, les algebres
de Fedosov Plates sont :
L3 13 Les, Le23, Le2a, Le2s
L'algebre de lie Lg 13 peut supportée une structure de Fedosov
plate et une structure de Fedosov non plate.
o | 'algebre de Lie symplectique, double extention symplectique de
ths suivant (p, \) avec (p(e1) = 261, p(e2) = —e2, v(e3) = e3,
o(eq) = —2e4 et A = 0), n'est pas plate.
[61, 65] = 261, [62, 65] = —é€y, [63, 65] = €3, [64, 65] = —264
w= el 4 23 4 56
L'opérateur de Ricci est 2-nilpetent.
e Dans aff(R?) = sl(R) x 3. L'opérateur de Ricci est 4-nilpetent.
e Soit I'algébre de Lie symplectique irréductible de dim=6 donnée
par [es,e1] = —e, [e5, ] = €1, [ep, €3] = —eu, [€6, €4] = €3 €t
w = e'? + e3* 4 50 Alors les valeurs propres non nulles de
I'opérateur de Ricci sont $%i.



La réduction symplectique

Soient (g,w) une algebre symplectique et J un idéal.
o J est dit idéal isotrope si J C J*.

o J est dit idéal isotrope normal si J est un idéal isotrope dont
I'orthogonal J* est un idéal.

o J est dit idéal Lagrangien si J est un isotrope maximal.

o |déal J est un idéal isotrope si et seulement si w|, = 0. En
particulier tout idéal de dimension 1 est isotrope.

Soit J un idéal de g. Alors

© Si J est un idéal isotrope alors J est abélien.
@ L'orthogonal J* est une sous-algebre de g.
© L'orthogonal J* est un idéal si et seulement si [J*+, J] = 0.




La réduction symplectique

Soient (g,w) une algebre de Lie symplectique et J C g un idéal
isotrope. L'orthogonal J* est une sous-algebre de g qui contient J,
la forme symplectique w passe au quotient et définie une structure
symplectique sur I'algebre de Lie quotient g = J*/J.

Définition

o L'algebre symplectique (g,w) est appelée la réduction
symplectique de (g,w) par rapport a l'idéal isotrope J.

@ Si en plus J est un idéal isotrope normal, la réduction
symplectique est dite normale.

Nous distinguons plusieurs sous cas de la réduction :
e La réduction Lagrangienne, si I'idéal J est Lagrangien, dans ce
cas, J- = Jetg={0}.
e La réduction centrale, si J est central. Dans ce cas,
[g,0] C J+. 1l est clair qu'une réduction centrale est normale.
e La réduction de codimension un, si J est unidimensionnel.
I



La réduction symplectique

Définition

Une algebre symplectique (g,w) est dite symplectiquement
irréductible, si elle ne peut pas étre réduite symplectiquement,
c'est-a-dire si g n'a pas d'idéal isotrope non trivial.

e De méme, si g n'a pas d'idéal normal (res, central) non trivial,
on parle d'une irréductibilité normale (res, centrale).

exemple

@ Toute algebre de Lie symplectique qui admet un idéal de
dimension un (en particulier si I'algébre de Lie est
complétement résoluble) se réduit symplectiquement.

@ Toute algebre de Lie symplectique qui admet un élément
central se réduit normalement.




@ Une algebre de Lie symplectique contient un ideal abelien non
trivial qui est symplectique ou isotrope.

@ Une algebre de Lie symplectique est soit irréductible (ne
contenant pas d'ideal isotrope), soit se réduit par une suite de
réductions symplectiques a une algebre de Lie symplectique
irréductible.

@ Une algebre de Lie symplectique qui ne contient pas d’ideal
abelien isotrope est un produit semi direct de son ideal dérivé
qui est abelien et de son orthogonal qui est une sous-algebre
abelienne. De plus I'ideal dérivé est la somme directe
orthogonale d'ideaux de dimension 2.



Algebre de Fedosov irréductible

Soit (g = b x a,w) une algebre de Lie symplectique irréductible. |l
existe une base {f1, ..., fap, 61, €3, ..., el", e} telle que :
h=(f,.. hyeta= (e}, el) ®..® (e, ), m > 2h avec,

[five{(] = _)‘k(fi)eé< et [fj, eé(] = )‘k(fi)e{('
w=wp+ Terk A ek

o L'algebre de Lie symplectique irréductible est unimodulaire, de
centre nul et 2-résoluble.

@ La forme de Killeng est donnée par
B(fi, fi) = =227 \g(fi) et B(fi, £) = =257 A () Mk ()).
@ L’algebre de Lie symplectique irréductible supporte une
structure kahlérienne.



Lemme

|
N

Soit (g = b % a,w) une algebre de Fedosov irréductible. Il existe
une base {e1, €, ..., en, €p} de b, tel que le produit symétrique a
gauche est donné par

ekef =efek=1%; )\k(e,)e, Yidc(€i)ei

e;.ef = —)\k(e,-)eé‘, e;. e1 = —X(e )

e’-‘eé( = )\k(ei)e]l_(g e,-.e2 = )\k(e;)ef

Théoreme

Soit (g = b x a,w) une algebre de Fedosov irréductible. Alors, la
connexion canonique est donnée par

N
’
| A

2 (e; 2) (e
Veie]l_( = k(e) k et V 62 = k(E) 5
_ Ak(e) /\k(e) ok
Vefe,— 3'e ethe,— 36
20 (& 2\ (e
Vel = — ",J,(e)e2 et Ve ek = %eﬁ‘.
~_ M@ —_ M@
V& = 24T ek et V7 = — 24T ok

Vefe{‘ = Ve§e§ = %(Z,‘)\k(e;)?,'— Z,-)\k(é,-)e,-).




e La courbure est donnée par
K(fne1)f = —s M) (f)es,  K(fi e3)f; = —gA(f)Ak(f)ef

K(fi, ef)es = lAk(f)ef ef, K(fi,ef)ef = é/\k(f)ef ef
e | ’opérateur de Ricci est donné par :
b— —B(fn, f) —B(fon, bh-1) —B(fn, fon) 0
B(foh-1,h) B(foh—1,hn-1) B(fon-1,fn) 0
0 0 0
0 0 0




Classification des algebres de Lie irréducibles en dim=6

Soit (g(a,b,c,d),w) une algebre de Lie symplectique irréducible de
dimension six. Alors il existe une base {ey, ..., e} tel que

[es, €1] = —aen, [es, &o] = aen, [es, €1] = —beo, [es, €2] = ber
[e57 e3] = —Céy, [e57 e4] = ceg3, [e67 e3] — _de47 [e67 64] = de3
et w1 = el? 4+ 3% 4 %6

L'isomorphisme d’alebre de Lie
fler) =e1, f(e) = &, f(e3) = —e3, f(es) = &4
fles) = %e5 — 5e6, f(es) = §e5 — Seg avec 0 = ad — bc
vérifie :
f(9(a,b,c,d)) = 8(1,0,0,1) et ws = fi(w1) = el? — e — %656-
Les algebres de Lie symplectique (g(1,0,0,1), ws) sont deux a deux
non sympléctomorphe car les valeurs propres de I'endomorphisme
de Ricci associé sont ii%é.



Oxydation symplectique : Oxydation d'algebre de Lie

Soient (g, [.,.]) une algebre de Lie,
@ o € Z?(g) un 2-cocycle,
@ ¢ € Der(g) une dérivation,
@ ) € 7" une forme linéaire
et g =< a> @®gd < b > I'espace vectoriel somme directe de g
avec les espaces vectoriels unidimensionnels < a >, < b >.
On définit une application bilinéaire alternée : [.,.] : g x g —> g par

[x,y] = [xyl+a(x,y)b six,ycgCag
[a,x] = @(x)+ A(x)b.

Proposition

La paire (g, [,]) est une algebre de Lie si et seulement si
ap, = —0A
ol ay, est le 2-cocycle définie par
ap(x,y) = a(p(x),y) +alx, ¢(y)) ¥x,y €.




Oxydation symplectique

Définition

L'algebre de Lie g =g, , ) est dite oxydation centrale de I'algebre

de Lie (g,[,]) par rapport a ¢, a et \.

@ Remarquons que b est dans le centre g.

Proposition

Soit g une algebre de Lie nilpotente, supposons que la dérivation ¢
est nilpotente. Alors I'oxydation centrale g = g, , ) est une algebre
de Lie nilpotente.




Oxydation symplectique

Soient (g,w) une algebre de Lie symplectique et g = g, 4 »
I'oxydation centrale par rapport a ¢, a et A. Nous définissons une
forme w non dégénérée sur g =< a > Ggd < b > par

© w prolonge w
Q gt=<ab>
Q w(a,b)=1

Proposition

Soient (g,w) une algebre symplectique et g = g, , ) |'oxydation
centrale par rapport a ¢, o et A. Alors (g,w) est une algebre
symplectique, si et seulement si

Wy = Q,
avec Wy (v, w) = w(px, w) +w(v,ew), v, w € 3.

e Remarquons que, puisque [a, x] = ¢(x) + A(x)b, alors
A(x) = —w([a, x], a) pour x € §.



Oxydation symplectique

Définition

L’algebre de Lie symplectique (g,w) = (ﬁ%wq”)\,w) est appelée
I'oxydation symplectique centrale de (g,w) par rapport a ¢ et .

Soient (g,w) une algebre symplectique et ¢ € Der(g) une
dérivation, nous voulons construire une oxydation symplectique
centrale (g,w), a partir de @ et . Il est naturel de prendre

o = W,, notons par a, = W, . Alors [wy, ;] € H?(g) se présente
comme une obstruction a I'existence d'une oxydation symplectique
centrale on a alors la

Proposition

Soient (g,w) une algebre de Lie symplectique et ¢ € Der(g) une
dérivation. Il existe alors une oxydation symplectique centrale si et
seulement si la classe de cohomologie [w,, ] € H?(g) est nulle.




Oxydation d'algebre de Fedosov

Soit (g = (a) &g @ (b),w) I'Oxydation centrale de (g, w) suivant le
couple (¢, \) € Der(g) x g*.

Lemme

Le produit symétrique a gauche de I'algebre de Lie symplectique
(g,w) exprimé en fonction de celui de (g,@) (noté <) et du couple
(¢, \) est donné par

x.y = xzy +w(px, y)b

ax=—p*x
x.a=—(p+ ¢*)x — A(x)b
aa=z

avec z € g donné par A\(x) = @(z, x).

Le produit symétrique a gauche est bien admissible :
[x, y] =[x, y] + w(p(x), y)b
[a,x] = »(x) + A(x)b.




Corollaire

Soit (g,w) I'Oxydation centrale de (g,w) suivant le couple (¢, A).
Alors la connexion symplectique canonique de (g,w) est donnée
par :
ny = ny + %(w%)(xvy)
Vxa = —3(2¢(x) + ¢*(x)

K(x,y)z =0 = (p+20")(Ix,¥]) = 9" () x — " (x).y
K(x,y)a=0 <= (0" =)l y]) = 9" (x).y — " (y)-x
A%y = 26(g6"y, %)

K(a,x)y <:>{(‘p +o)y-x) = @(y)-x — e(x).y + ¢*(y)-x

Ax, y]) = w(pp®y, x) = Aly-x)
K(a,x)a=0 <:,>{ZX = ©2(x) + @p*(x) — p*p(x) + ©**(x)
Ap(x)) =0
I



o([x, ¥]) = ¢*(y)-x — ¢*(x).y

(¢" + o) (y-x) = p(y)-x — p(x).y + ¢*(y).x
A([x,y]) = —2w(pp*x, y)

A[x: ¥]) + Ay x) = —w(pp™x, y)

A%, y]) = Aly-x) = 3w(ppx,y) + wlpp*x, y)

{w*([x,y]) =0et \(¢(x)) =0

Théoreme
Soit (g,w) I'Oxydation centrale suivant le couple (i, A) d'une
algebre de Fedosov (g,w) plate. Alors (g,w) est plate si et
seulement si

Im(¢) C (Nyeg(ker Ly)) Nker A,

3p*p + 4pp* =0

Aly-x) = w(pe*x, y)

o([x,y]) = ¢*(y)x — " (x).y

(" + o) (y-x) = o(y).x — o(x).y +¢*(y).x.
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