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Algébres de Lie Symlectiques

1 Généralités sur les Algébres de Lie Symplectiques

1.1 Espaces vectoriels symplectiques

r—(Déﬁnition 1.} \

Un espace vectoriel symplectique (F,w) est la donnée d’un espace vectoriel
réel E de dimension finie et d’une forme bilinéaire, anti-symétrique et non-
dégénérée w sur E.

\. J

La 2-forme w est non dégénérée si I'application linéaire associée :
w:E— E7, r— w(z,.)

est un isomorphisme.
Soit F' C E un sous-espace. On appelle orthogonal symplectique (ou, lorsqu’il n’y a
pas de confusion, orthogonal) de F, le sous-espace vectoriel de F :

Ft={z € Ejw(x,y)=0 VyeF}.

Soient (F,w) un espace vectoriel symplectique, I, F} F, des sous-espaces vectoriels
de E. On a les propriétés élémentaires suivantes :

1. dim F 4+ dim F+ = dim £

2. (FH)t=F

3. F} C F5 si et seulement si FQL - Ff

—~ Définition 2.} .

Soit (E,w) un espace vectoriel symplectique. Un sous-espace vectoriel F' de
FE est dit :

e isotrope si ' C F*

e coisotrope si F+ C F

e Lagrangien si F = F'*

e symplectique si £+ N F = {0}.

\. J

Une caractérisation possible des sous-espaces isotropes est donnée par :
F est isotrope < w(z,y) =0 Vz,y € F.

Remarque 1. 1. Une droite vectorielle est toujours isotrope. On peut montrer
que st I est isotrope alors 2dim F' < dim F.
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2. Un sous-espace wvectoriel F, est coisotrope si el seulement si w induit une
deuz forme symplectique sur lespace quotient F/FL. On peut montrer que
2dim F' > dim E. En particulier tout sous-espace vectoriel de codimension 1
est coisotrope.

3. Un sous-espace vectoriel F' est lagrangien si et seulement s’il est isotrope et de
dimension la moitié de celle de F.

4. Un sous-espace vectoriel F', est symplectique st w|, est une forme symplectique
sur F'.

r—[Déﬁnition 3.} \

Soient (E,w) un espace vectoriel symplectique et F' un sous-espace vectoriel
isotrope. L’espace vectoriel symplectique (F1/F,w) est appelée réduction
symplectique par rapport au sous-espace F.

Adjoint symplectique
Soit (E,w) un espace vectoriel symplectique et v : E — F un endomorphisme de E.
On définit I'adjoint symplectique de u, noté u*, comme ’endomorphisme v* : £ — F
vérifiant

wul@),y) = wle,u'(y) Vo€ E.

Ce qui s’écrit encore :
.~

w=wlou o,
E
Gl
E*

avec u' est donné par u'(a) = a(u(r)), pour a € g* et x € g.

*
B

E

— s F*
wt

,—[Proposition 4.} \

[’adjoint symplectique a les propriétés suivantes :
1. u** = u.
2. (wow)* =v*ou*.
3. L’application u — u* est linéaire.

. ker(u*) = (Im(u))*.

. det(u*) = det(u) et tr(u*) = tr(u).

(SRS
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r—[Déﬁnition 5.] N

2 = p) est dit un projecteur canonique si :

Un projecteur (p
1. p+p* =1d;

2. pfop=0.

\. J

Il est immédiat que ’adjoint p* d’un projecteur canonique p est encore un projecteur
canonique et qu’il est supplémentaire de p :

E =1Im(p) & ker(p) = Im(p*) @ ker(p*),

Im(p) = ker(p®), Im(p*) = ker(p).

Remarque 2. Deux endomorphismes p et r d’un méme espace vectoriel sont des
projecteurs de méme image si et seulement sipor =r et rop=p.

On a le résultat intéressant suivant (Souriau) :

Proposition 6.}

Un sous-espace vectoriel L d'un espace symplectique £ est lagrangien si et
seulement s’il est 'image d’un projecteur canonique.

Démonstration. Soit p : E — FE un projecteur canonique. Alors :

Im(p)* = ker(p*) = Im(p)

donc I'image est lagrangienne.
Inversement, soit L un sous-espace lagrangien de F, il existe ¢ : ¥ — E un projec-
teur tel que Im(q) = L, comme L est isotrope on a

wlq(x),q(y)) =0  Va,yekE
d’ott ¢* o ¢ = 0. D’autre part, on a
w(@—q"(x),q(y)) =0  Ve,yek

Do, pour tout = € E, x — ¢*(z) € L+ = L = Im(q).
Posons p := qg— %qoq*. On montre aisément que ’endomorphisme p : £ — E vérifie
les conditions suivantes :

pop=p, p+p =1Id, Im(p)=Im(q)=L, pop=0.
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Corollaire 7. ]

Un espace vectoriel symplectique est nécessairement de dimension paire.

Démonstration. Soit p un projecteur canonique de E. Alors

p+p"=1Id = dim(E) = 2tr(p).

1.2 Algeébres de Lie symplectiques

r—(Déﬁnition 8.}

Une algébre de Lie symplectique (g,w) est la donnée d’une algebre de Lie g
et une 2-forme non dégénérée qui vérifie la condition de cocycle suivante :

fW([ﬂ%yLZ)Zw([x,y],Z)JrW([y,Z]’fv)+w([2,x],y)=0 Vz,y,z€g. (%)

Notons qu’il ne faut pas confondre une algébre de Lie symplectique définie ci-dessus

et 'algébre de Lie symplectique sp(n).

~ Définition 9.}

Deux algébres de Lie symplectiques (g1, w;) et (g2, ws) sont dites symplectoi-
somorphes s’il existe un isomorphisme d’algébres de Lie ¢ : g — go tel que
P ws = wy. Clest-a~dire wy(z,y) = wa(p(x), ¢(y)) pour tous z, y € g;.

L’algébre de Frobenius

Un sous cas intéressant des algébres de Lie symplectiques, est le cas ol w est un

2-cobord, I'algébre symplectique est dite de Frobenius.
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r—[Déﬁnition 10.] N

Une algébre de Frobenius (g, v) est la donnée d’une algébre de Lie g et d’une
forme linéaire v € g* tel que la 2-forme

w: (,y) — v([z,y])
est non-dégénérée.

\. J

,—[Proposition 11.} \

Une algeébre de Lie nilpotente, ne peut pas étre une algebre de Frobenius.
Plus généralement une algebre de Lie de centre non nul ne peut pas étre une
algébre de Lie Frobenius.

\. J

Démonstration. Soit g une algébre de Lie nilpotente, il existe e; € g tel que [ey,z] =0
pour tout x € g, complétant e; en une base {ey, ..., €2, } de g, notons par {e!, ..., e*"}
sa base duale.

2n 2n

Soit @ = ) a;e’ € g* avec a; € R. Il est clair que (do)” = (Y ae" Ae!)" =0
i=1 2<i<j<2n

donc da est dégénérée. O]

Commentaire 1. Dans la littérature il y a de nombreuses caractérisations des al-
gebres de Lie de Frobenius. Citons les équivalences suivantes :

1. g est une algebre de Lie Frobenius.

2. Il existe une orbite, relative a le représentation co-adjointe, ouverte.
3. L’algébre enveloppante U(g) est primitive.

4. L’algebre de Lie g est d’indice nul.

Indice d’une algébre de Lie

Soient a € g* et ¥, la forme bilinéaire antisymétrique (forme de Kirillov) définie par

P,:gxg — R
(z,y) — o[z, y]).

On note le noyau de 'application ¢, par

9o ={z € g a(fz,y]) = 0,Yy € g}.
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r—[Déﬁnition 12.] N

On appelle indice de 1'algébre de Lie g 'entier X'(g) défini par :

X(g) = min{dimg, | « € g*}.

\.

Il est facile de voir que

Proposition 13.}

Soit g une algébre de Lie. Alors X (g) = 0 si et seulement si g admet une
forme symplectique exacte.

Soit {e1,...,e,} une base de g. On peut exprimer l'indice en utilisant la matrice
My = ([es, €j])1<i<j<n voir [8]. Nous avons la caractérisation algébrique suivante :

,—[Proposition 14.}

L’indice d’une algebre de Lie g de dimension n est I'entier

X(g) = dim g — rang(M,).

\. J

Remarque 3. Soil g une algébre de Lie tel que H*(g) = 0 et X(g) # 0. Alors
g ne supporte pas de structure symplectique. Par exemple, [’algébre d’oscillateur de
dimension quatre :

[61,64] = —€9, [62,64] = €1, [61,62] = €3.
ne supporte pas de structure symplectique car H*(g) = 0 et det(M,) = 0.

Exemple 1. Notons par P(n,m) le m-iéeme sous-algébre parabolique mazimal de
sl(n,R) :

P(n,m) ={X = (z;;) € sl(n,R) | ;5 =0 pour i>m+1etj<m}
Un théoréme d’Elashvili [9] affirme, en particulier, que l'algébre P(n,m) est de Fro-

benius si et seulement si n et m sont premiers entre eux.
On a par ezemple P(n,n — 1) = aff(n, R).
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Structure symplectique sur I’algébre affine aff(n,R)

Soit aff(2,R) = R? x gl(2, R) l'algébre de Lie associée au groupe des transformations
affines inversibles du plan noté GA(R?). L’algebre de Lie aff(2, R) s’identifie a

aff(2, R) :{( o ) Acgl(2R), z € R2).

En remarquant que gl(2,R) ~ sl(2,R) @ {I}, on peut considérer sur aff(2,R), la base
B = {(vi)1<i<¢} donnée par

0 0 1 0 0O 1 00
vi=10 0 0 vp=10 01 vg=1 0 1 0
0 0O 0 0O 0 0 O
1 0 0 010 0 0O
u=10 -1 0 vs=1 0 0 O vs=11 0 O
0 0 O 0 0O 0 0O
avec les crochets
[v1, v3] = —uy [V2, V3] = —vy [v4, v5] = 2v5
[V, v = —v1 [v2,04] = vy [, V6] = —2vg
[01, UG] = —U2 [U27 U5] = U [U5, UG] = Uy

Soit aff(n, R) = R™ x gl(n,R) I'algébre de Lie affine de R™ avec :

L’algébre affine aff(n,R) a les propriétés suivantes

1. L’algébre de Lie aff(n,R) a la décomposition de Levi-Malcev suivante
aff(n,R) =sl(n,R) x 7

Le radical résoluble 7 est le produit semi-direct : 7 = R x R", ou R agit par
homothéties sur R".

2. H?(aff(n,R)) = 0 et X(aff(n,R)) =0 (voir [13])
3. L’algébre de Lie aff(n, R) est une algebre de Lie compléte (son centre est trivial
et toute dérivation est intérieur) (voir [5]).
4. L’algébre de Lie aff(n,R) admet une unique structure symplectique (voir [3]
et [1]).
Pour tous v € aff(2,R)* il existe une application linéaire A : R — R et M €
End(R™) tel que :
v(z,A) = Nxz) +tr(MA).
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Pour (z, A), (y, B) € aff(n,R) on a

w((z,4),(y,B)) = dv((z,A),(y, B))
= v([(z, A), (y, B)])
= v(Ax — By, |A, B])
= MAy — Bzx) +tr(M.[A, B]).

|
N

On a le résultat principal suivant ([3]).

Théoréme 15. )

Le 2-cobord dv est non dégénéré si {\, Ao M, ..., Ao M" '} forme une base
de (R™)*.

Donnons une autre approche qui consiste a fixer une base sur aff(n,R) et expliciter
une forme symplectique sur aff(n, R).
Sur aff(n,R) = R" @ gl(R") on peut considérer la base By = {e;, E; j }1<ij<n, avec
e {e;}1<i<n est la base canonique de R”
o {E; }1<ij<n la base canonique de gl(R"), ici E;; est la matrice telle que le
(1, 7)-composante vaut 1 et les autres composants sont tous nuls.
On obtient

(Eij, el =€, [Bij, Bl =Ei; —Ej;, [Eij,Ejx)l=FEr 1#k,

Soit By = {e;, Ej;}1<ij<n la base duale de By. Les équations de Maurer-Cartan sont
données par :

de; => ef ANE;, dE;; =) Ef,AE;, dE,=> E AE;, j#k
= i=1 i=1

,—[Proposition 16.} \
Soit a = e, +> 77, ! By .1 une 1-forme sur aff(n, R). Alors la 2-forme
n n—1 n
o = 3 AB S S B
=l p=1 =1

est une forme symplectique sur aff(n, R).
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1.3 Propriétés des algébres de Lie symplectiques

Méme si le probléme d’existence d’une structure symplectique sur une algébre de Lie
donnée reste un probléme ouvert. Néanmoins, il existe des propriétés et des obstruc-
tions a I'existence d’une structure symplectique sur une algébre de Lie donnée.
Commencons par le résultat suivant :

Théoréme 17.}

Une algeébre de Lie une algébre parfaite (i.e. si [g,g] = g), en particulier
semi-simple, ne supporte pas de structure symplectique.

Démonstration. Un résultat de Helmstetter montre qu’une algébre de Lie qui vérifie
l[g, 8] = g, ne supporte pas un produit symétrique a gauche donc non symplectique.
m

Corollaire 18.}

Soit g = S@R la somme directe d'une algébre semi-simple S et d’une algébre
résoluble R. Si g est symplectique alors S = {0}.

Démonstration. Supposons que (g = S @ R,w) est une algébre de Lie symplectique,
la condition de cocycle (*) entraine que w(S,R) = 0, en effet si s € S et r € R il existe
s1 et sy € S tel que s = [s1, 5] d’ou

w(s,r) = w([s1,s2],7)
= _W([S%T]vsl) —w([r, 51]7S2>
= 0.

Soit B = {ey, ..., €2, } une base de g tel que, {ey, ..., e, } est une base de S et {e,41, ..., €2, }
est une base de R, dans la base B on a :

det(w(e;, €j)1<ij<an) = det(w(es, €j)1<ij<p) - det(w(ei, €j)pr1<ij<on)

or (w(e;, €j)1<ij<p) qui est la restriction de la matrice (w(e;, €;)1<i j<on) Sur S ne peut
étre de rang maximal. O]

Remarque 4. Le corollaire précédent reste juste si on remplace [’algébre semi-simple
S par une algébre parfaite.

Hano démontre dans [11] le
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Théoréme 19.}

Soit g une algébre de Lie symplectique. Si le groupe de cohomologie maximal
n’est pas trivial, alors g est résoluble.

Rappelons qu’une algébre de Lie g est unimodulaire si tr(ad,) = 0 pour tout = € g.
Une algébre de dimension n est unimodulaire si et seulement si dim H"(g) = 1.

Corollaire 20. ]

Une algéebre de Lie symplectique unimodulaire est nécessairement résoluble.

En général, une algebres de Lie est soit semi-simple, soit résoluble ou encore un
produit semi-direct d’une algébre résoluble et d’une algébre semi-simple non nulles.
Le Théoréme précédent implique particuliérement qu’une algebre de Lie symplectique
est soit résoluble soit elle admet une décomposition de Levi-Malcev non triviale.

Corollaire 21.]

La somme semi-directe, d’une algébre semi-simple non nulle et d’une algebre
nilpotente, ne peut pas étre symplectique.

En dimension 4 on a le

Corollaire 22. }

Une algébre de Lie symplectique de dimension 4 est résoluble.

1.4 Algeébres de Lie symplectiques en basse dimension
1.4.1 Algébres de Lie symplectiques de dimension 2

En dimension 2, & isomorphisme pres, il y a deux algébres de Lie. Ces deux algébres
de Lie supportent des structures symplectiques :
e Sur l'algébre abélienne, toute 2-forme alternée est un 2-cocycle non-dégénéré,
mais elle n’est pas un 2-cobord, si elle est non nulle.
e Sur l'algébre affine de la droite aff(R) = {e1, ea/ [e1, e2] = €2}, tout 2-cocycle
non nul w est un 2-cobord non-dégénéré et on a : w(z,y) = —e*([z,y]), Vz,y €
Ay
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1.4.2 Algébres de Lie symplectiques de dimension 4

Une algébre de Lie symplectique de dimension quatre est nécessairement résoluble.
Dans [15], Ovando a donné une classification compléte, & isomorphisme prés, des
algébres de Lie symplectiques de dimension 4.

Case  No vanishing brackets w
ths e1,ea] = e3 et 4 %
T3 €1,€2| = €9 612 -+ 654
'Ct3’_1 €1, 9| = €9, [61, 63] = —e3 614 -+ 62‘5
th e1,es] = —es, [e1,e3] = ey et +e®
ToTo €1,€E2| = €9, |€3,€4| = €4 612 + ,uel“ + 654
t/2 €1, €3 i €3, |€1,€4 i €4, et 4 23
€2,€3] = €4, |€2,64] = —€3

ny ey, €1] = €2, |4, €2] = €3 el? + e
T40 €4,€1| = €1, |€4,€3] = €9 614 + 62‘5
t1 lea,en] = e, [ea 0] = —e, [eg, 3] = ea —e3 e’ 4 e
'C47_17ﬁ €4,€1| = €1, |€4,€2| = —€2, |€4,€3] = 563 612 -+ 654
Cn—a |€4,€1] = €1, [e4, €3] = aeq, |64, €3] = —aes el 4+ e%3
Y05 eq, 1] = e1, [eq, €a] = —des, [eq, €3] = deg el F e
041 o1, 2] = e, les, €3] = es, 12612 24654 24

' e4,€1| = €1 e —e+e
dus e1, 2] = e3, [es, €3] = e3, eii — e;;

’ ey, €1] = 2e1, [eq, €3] = —e3 e*Tre
Vi €1,€2] = €3, [64763] = €3, el2 _ o34

’ €4,€1] = )\617 [64, 62] = (1 — )\)62

/ [61762] = €3, [64,61] = %61 — €2, (612 _ 5634)

40 ey, €3] = e, [eq, €2] = €1 + g€2 i
b, €1, €2 = €3, [64763] = €3, :[:(612 _ 634)

leg; 1] = %617 ey, 0] = €1 + %62
TABLE 1: Algébres de Lie symplectiques de dimension 4
(,u20,—1§ﬁ<1,—1<a<0,(5>0and)\2%,

A#1,2).

1.4.3 Algébres de Lie symplectiques de dimension 6

Le cas nilpotent : La classification des algeébres de Lie symplectiques nilpotentes en
dimension six est donnée dans [12], voir aussi [10] pour une liste plus récente.

Le cas résoluble non nilpotent : Une classification d’une large sous famille des
algébres, de Lie résolubles non nilpotentes de dimension 6, a été faite par Stursberg
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(voir [16]). Plus précisément il décrit les structures symplectiques sur les algébres
de Lie qui se décomposent en somme directe de deux idéaux et les algebres de Lie
indécomposables avec un nilradical de dimension quatre. Cette classification couvre
tous les cas sauf les algébres de Lie indécomposables avec un nilradical de dimension
cing.

Le cas non résoluble : Les algébres de dimension six, ayant une décomposition non
triviale de Levi-Malcev, sont classées par Turkowski [17], & isomorphisme prés, en
quatre algébre de Lie.

sI(2,R) x 73, sl(2,R) xR? sl(2,R) x H® et so(3,R) xR

La premiére algébre de Lie sl(2,R) x 73 est I'algébre de Lie de transformation affine

du plan qui admet une unique structure symplectique (voir ). Les trois derniéres
algébres de Lie ne supportent pas de structures symplectiques (par exemple elles
vérifient [g, g] = g).

1.4.4 Algébres de Lie symplectiques de dimension 8

Le cas résoluble : A notre connaissance aucun travail général n’a été effectué.
Le cas non résoluble : D’aprés la liste de Turkowski [17], il existe 22 algébres de
Lie avec une sous-algébre de Levi non nulle.

~ Lemme 23. N

Les algébres de Lie suivantes

p 0 p p
L8717 L8,27 L8,47 L8,57 L8,67 L8,77 L8,87 ) L8797 L8,10a L8,117 L8,12

! p 0 p p
L8,13; L8,147 L8,157 L87177 L8,187 L87187 L87197 ) L&Qoy L8,217 L8,22

ne supportent pas de structures symplectiques (avec p # 0).

\ J

Démonstration. On distingue entre deux types d’algébres de Lie :

1. Le premier type :
p p p
L8,27 L8,47 L8,57 L8,67 L8,77 L8,137 L8,147 L8,157 L8,177 L8,187 L8,197 L8,227 L8,217

qui ont le groupe de cohomologie maximal, non trivial (H®(g) # 0). En uti-
lisant le Théoréeme 15 précédent ce type d’algébres de Lie ne peuvent étre
symplectiques.

2. Le deuxiéme type :

p p 0 1
L8717 L8787 L8797 L8,107 L8,11’ L8,127 L87187 LS,QU?
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qui ont le deuxiéme groupe de cohomologie trivial (H?(g) = 0), si ce type
d’algebres de Lie supportent des structures symplectiques elle seront exactes.
Le probléme de non existence de la structure symplectique se résume donc au
calcul de I'indice.

En effet pour L,

0 €3 —E€2 0 €6 —E€s 0 0

es 0 er. —eg O €4 0 0

es —ep 0 es —eq O 0 0

Mo» — 0 eg —es O 0 0 0 €4
Lin ™| —e¢ 0 e 0O 0 0 0 e
€5 —€4 0 0 0 0 0 €g
0 0 0 0 0 0 0 per

0 0 0 —e4 —es; —eg —per 0

on a H*(Lg,) = 0 et det(M;z ) = 0 donc lindice de I'algebre de Lie est non
nul Lg,; (plus précisément le rang de Mz | est 6 et X(Lg,) = 2).
[

,—[Proposition 24.} \

En dimension 8, une algébre de Lie symplectique est isomorphe a 'une des
algébres de Lie suivantes

p#A0  7p#q 70 0 p=0 p€]-1,1]/{0}
L8,37 L874 ) L877 ) L8,87 L8,97 L8,167 L8717’? L8,17 ) L8,187 LS,ZO-
En plus les algébres de Lie
0 0 0
Ls,sv L8,97 L8,17

ne supportent que des structures symplectiques non exactes.

\ J

Démonstration. Pour les algeébres

Lss, Lgi(p#0), Lsis, Lgi:(p# —1et0),

D’une part le deuxiéme groupe de cohomologie est nul, donc toute structures sym-
plectique est exacte et autre part leurs indice est nul.
Pour les algébres

Lg,& Lg,Qv Lg,l?
en développe au cas par cas et en trouve leurs structures symplectiques. En plus
remarque que leur indice est non nul, ces structures symplectiques son donc non
exactes. O
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Case dim H?*(g) dim H%(g) Symplectique
Lg, 0 0 No
Lg’g 2 1 No

Page 16/44



Algébres de Lie Symlectiques

1.5 Produit (S.G) associé & une structure symplectique

Rappelons qu'une algébre symétrique a gauche est un espace vectoriel muni d'un
produit bilineaire z.y = L,y = Ryx, dit produit symétrique a gauche (S.G), qui
satisfait I'identité

ass(z,y,z) = ass(y, z, 2)

avec ass(x,y,z) = (z.y).z — x.(y.z). Dans ce cas, le commutateur [z,y] = z.y — y.x
définit une structure d’algébre de Lie sur g.

Remarque 5. Définir une structure (S.G) sur une algébre de Lie g correspond a
donner une connezion affine plate et sans torsion tnvariante a gauche sur un groupe
de Lie connexe G d’algébre de Lie associée g.

Soit (g,w) une algébre de Lie symplectique, la non-dégénérescence de w définit un
produit par la formule

w(‘r'yv Z) = *(x)(y7 [ZL‘,Z]) VZIS‘, Yy, z €9 (11)
Notons L,y = x.y, alors :
L,=-w'oad ow,
— Ly
g—9
g Tadl g

Proposition 25.}

Le produit définie par (1.1) est un produit symétrique a& gauche compatible
avec la structure d’algebre de Lie (i.e. [z,y] = z.y — y.z).

Démonstration. On a d’une part

W({L‘.y, Z) - w(y.x, Z) = w(ya [Zv I]) + w(x, [yv Z])
= w([z,y],2).

Donc le produit (S.G) est compatible avec la structure d’algébre de Lie.
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D’autre par en n’a pour x, y, z et t € g
w(ass(z,y,z) —ass(y,x,2),t) = w((z.y).z —x.(y.2) — (y.x).2 —y.(z.2),1))
= w([z,y].2,t) — w(z.(y.2) + y.(x.2),t)
—w(z, [z, y], 1)) = w(z ([t 2], 9]) — w(z [y, ], 2]))
0.
0

,—[Proposition 26.} \

Une 2-forme non dégénérée sur une algeébre de Lie, qui provient d’une struc-
ture (S.G), est symplectique si elle vérifie

1. w(z.y,2)+w(zy,x)=0
2. w(z.y,z) +w(y.z,z) +w(z.z,y) =0.

\. J

Démonstration. En effet si on retranche identité 1. de l'identité 2. on obtient
w([z,y],2) + w(z.z,y) =0.

Donc l'identité 2. entraine que w est un 2-cocycle. O]

Proposition 27.}

Soit (g,w) une algébre symplectique, le 2-cocycle w est un 2-cobord ssi I’al-
gébre S.G posséde un élément neutre a droite.

Démonstration. En effet si w = da est un 2-cobord, avec a € g*, la non-dégénérescence
de w implique l'existence d’un élément e € g tel que a = w(e, .). On a alors pour tous
T,yeg

w(z.e,y) = —w(e, [z,y]) = —a([z,y]) = w(z,y).
Le résultat découle immédiatement de cette formule. O]
r—[Déﬁnition 28.} \

Une algébre (S.G) est complet si la forme x — tr(R,) est nul.

\ J

,—[Proposition 29.} \

Le produit (S.G) associé a une algébre de Lie symplectique (g, w) est complet
si et seulement si g est unimodulaire.
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2 Décompositions des algébres de Lie symplectiques

2.1 Idéaux isotropes

r—(Déﬁnition 30.} \

Soit (g,w) une algébre de Lie symplectique.
e Un idéal J est dit idéal isotrope si J est isotrope (J C J*).
e Un idéal J est dit idéal isotrope normal si J est un idéal isotrope dont
I'orthogonal J* est un idéal.
e Un idéal J est dit idéal lagrangien si J est un isotrope maximal.

~ Lemme 31. N

Soit J un idéal isotrope de g. alors

1. J est abélien.

2. J* est un idéal & gauche (relativement au produit S.G).
3. L’orthogonal J* est une sous-algébre de Lie de g.
4

. L’orthogonal J* est un idéal si et seulement si [J1,J] = 0. Dans ce
cas J* est un idéal bilatére (relativement au produit S.G).

Démonstration. Le lemme est une conséquence immédiate du fait que w est un 2-
cocycle d’algébre de Lie. en effet

1. Soit a, be Jet x € g, on a

wllabl.x) = (] o) - w(lr.a. b))
=0.

2. SoitacJ,beJtetxz g, ona

w(x.b, CL) = _w( b ? [ZE7CL])
N~
SUASS |

=0.

3. Un idéal a gauche est une sous-algébre de Lie de g.
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4. Soit b € J*, a € J et x € g. Le résultat découle de la formule suivante

w([b, z],a) = —w([z,a],b) — w([a,b], x)
= —w([a,b], x).

Le résultat suivant est fondamental pour décrire les algebres de Lie symplectiques.

,—[Proposition 32.} \

Une algebre de Lie symplectique contient un idéal abélien non trivial I qui
est symplectique ou isotrope. Dans les deux cas I+ est un idéal & gauche de
g (relativement au produit symétrique a gauche).

\. J

Démonstration. L’algébre de Lie est symplectique donc admet une décomposition de
Levig=S xR avec R # 0.

Considérons le dernier terme non nul de la suite dérivée du radical résoluble R de
I'algébre de Lie g. Il s’agit d’un idéal abélien A de g. La condition de 2-cocycle (*)
entraine que A N AL est un idéal de g.

En effet, soient x € AN AL et y € g alors [z,y] € A et pour tout z € A on a

w([:c,y],z) = _w<[y7z]ax)_w<[z7x]ay>
— 0,

car [z,x] =0 et [y, 2] € A. Deux cas se présentent :
1. An At = {0}, alors I = A qui est symplectique.
2. ANAL # {0}, alors I = ANA* qui est isotrope (ANA+ C (ANAL)L = AL+ A).
0

,—[Proposition 33.} \

Soit (g,w) une algébre de Lie symplectique. Si g contient un idéal abélien
symplectique I. Alors, g est un produit semi-direct

g=1"x1

L’action de I+ sur I se fait par des endomorphismes antisymétriques.
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Démonstration. On a I+ est une sous-algebre de Lie de g.
Soita€I,bc It etxcg, ona

w(adbaa ‘:U) = - CL)([CL, l’], b) —W([CL’, b]7 CL)
=0
= —w(a, adyx).
D’ou I+ agit sur I par des endomorphismes antisymetriques. O

Exemple 2. Soit (g,w) une algébre de Lie symplectique de centre non dégénéré Z(g).
Alors

g=2(g)" x Z(g)

avec (Z(g),w)z(q)) est une algébre de Lie symplectique abélienne et (Z(g)*, wiz1(g)
est une algébre de Lie symplectique a centre trivial ( Z(g)* est un idéal de g).

Par conséquent : La classification des algébres de Lie symplectiques a centre non
dégénéré se réduit a la classification des algébres de Lie symplectiques a centre trivial.

2.2 Algebres de Lie symplectiquement irréductibles

Le probléme de classification des algébres de Lie symplectiques irréductibles se pose
comme une question importante. Dans [7] Dardié et Medina donnent une description
des algébres de Lie qui supporte une structure symplectique irréductible. La craté-
risation de sec algébres a été donnée par Baues et Cortés dans [2]. La plus petite
dimension pour une algébre de Lie symplectique irréductible est 6.

Définition 34.]

Une algébre symplectique (g,w) est dite symplectiquement irréductible, si
elle n’a pas d’idéal isotrope non trivial.

Commengons par le résultat de Dardié et Medina [7] :

r—[Théoréme 35.} \

Soit (g,w) une algébre de Lie symplectique irréductible. Alors g est un pro-
duit semi-direct de son idéal dérivé a = D(g) (qui est abélien) par D(g)* qui
est une sous-algébre abélienne de g. L’action étant fidéle et se fait par des en-
domorphismes antisymétriques. De plus a est la somme directe orthogonale
d’idéaux de dimension 2.
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— Lemme 36. N

Soit (g,w) une algébre de Lie symplectique irréductible. Alors g est un pro-
duit semi-direct d’un idéal minimal J; par J; et Paction de Ji sur J; étant
irréductible

Démonstration. Soit J; un idéal minimal de g. D’aprés 'hypothése J; est symplec-
tique (car J; N J{ est un idéal). Comme J; est minimal ou bien J; C D(g) ou bien
JiND(g) = {0}. La seconde possibilité est a exclure car J; serait central dans g (car
pour a € J; et € gon a [a,z] € J; N D(g) = {0}) et donc de dimension 1 ce qui
est absurde. Ainsi g est produit semi-direct de J; par J{ l'action de J;- sur J; étant
irréductible ( puisque J; est minimal).

[

Plus précisément on a le résultat suivant (Baues et Cortés dans [2]).

r—[Théoréme 37.] N

Soit (g, w) une algébre de Lie réelle symplectique. Alors (g, w) est irréductible
si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. L’idéal dérivé D(g) est un idéal abélien maximal non dégénéré.

2. L’algeébre de Lie symplectique (g, w) est une somme semi-directe ortho-
gonale d’une sous-algébre symplectique abélienne (b, wy) et de I'idéal
(D(9), wD(g))-

3. L’idéal abélien D(g) se décompose en somme directe orthogonale deux
& deux non isomorphes en m sous-modules irréductibles purement
imaginaires de dimension 2 de b, .

\. J

Soit dim b = 2k et a = D(g), soit a = @}, a; une décomposition de a en sous-espaces
h-invariants. Puisque les sous-espaces irréductibles a; sont de dimension deux, il existe
une structure complexe J sur 'espace vectoriel a telle que b agit de maniére complexe
et linéairement sur a. Les sous-espaces irréductibles a; sont des sous-espaces complexes
de a et la restriction de J a a; est unique a signe prés.

Puisque b agit par des transformations purement imaginaires sur a; il existe des
applications linéaires non nulles \; : h — R, pour i = 1, ..., m, tel que, pour tout
v=> ", v,V €a et, pour tout = € h, on a

m

[z, 0] = Z Ai(x)Jv;

=1
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r—[Corollaire 38.]

Soit (g = a X h,w) une algébre de Lie symplectique irréductible. Alors il
existe une base B = {f1, ..., fon, €1, €5, ..., 7, €5} telle que :

bh={(fr,....fon)eta={e],e5) ® ... (e, e]), m >2h
dont le crochet dans la base B est donné par
[fiver] = —Mi(fi)es et [fies] = Mlfi)er  Aw €B™

avec { A} engendre bh*.
Les structures symplectiques sur g sont données par

m
w:wh%—Zake”{k/\e;k, a,ay,...,an, € R—{0}.
k=1

Il est facile de montrer que c’est seulement au-dela de la dimension six que I'on trouve
des exemples d’algébres de Lie symplectiques irréductible. En fait, en dimension 6 et
a isomorphisme prés, il n’y a qu'une seule algébre de Lie qui vérifie les conditions du
Corollaire 38.

,—[Proposition 39.}

Soit (g,w) une algébre de Lie symplectique irréductible de dimension six.
Alors

e g est somme semi-directe de I’algébre de Lie abélienne h = (e5, eg) et
de I'idéal abélien a = (eq, ..., e4) avec :

[65,62] = €1, [65,61] = —€2, [66,64] = €3, [66763] = —€4.
e La forme symplectique w est symplectomorphisme a
we=e'Ne? +e* Aet +ae’ A e a e R—{0}.

En plus si a # b alors w, »~ w,.

\ J

Démonstration. En dimension six, les algébres de Lie, qui supportent une structure
symplectique irréductible, sont de la forme

Faped) = (€5,€6) D (€1,e2) D (€3, €4)
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avec

e, 1] = —aes, [es, 2] = aey, [es, 1] = —bea, [es, 2] = bey
[es, €3] = —ceu, [es, eq] = ces, [eq, €3] = —dey, [eq, €4] = des
Soit = ad — be # 0. L’isomorphisme d’algébre de Lie
f(el) = €1, f(62) = €9, f(€3) = —é€s, f(€4) = €4

d c b a
f(€5) = 565 - 3667 f(eﬁ) = 565 - 566

vérifie : f(g(b.ed) = 810,01
Les équations de Maurer-Cartan sont données par :

de! = e*, de* = —e'®) de? = €' de* = —€™°,
alors les 2-cocycles non dégénérés sont donnés par
12 15 25 34 36 46 56
W= a12€ " + a15€ " + Qo5€~" + A34€" " + A36€” + +aA4e€  + Asg€

avec asgassai 7 0
L’automorphisme T défini par

1
T(61> = \/Q_?A€3
1
T(GQ) = —\/G_M&L
1
T(eg) = \/a_12€1
1
T(ey) = —\/a_lzeg
T(€5) = —%63 ai64 — €4
as3q a34
a a
T<€6> = —%(31 ieg — €5

vérifie
TowoT =e* Ne? + e A et + asge® A b

Les algébres de Lie symplectique (g, w,) sont deux & deux non sympléctomorphes car
les valeurs propres de I'’endomorphisme de Ricci associées a la connexion symplectique

Vey = 5((4] + )

sont données par {i%a, 0, —i%a}. ]
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2.3 La réduction symplectique

Soit (g,w) une algébre de Lie symplectique et J C g un idéal isotrope. L’orthogonal
J+ est une sous-algébre de g qui contient J, la forme symplectique w passe au quotient
et définit une structure symplectique sur 'algébre de Lie quotient § = J+/J notée w
donnée z, y € J* par

w(@,7) = w(z,y)

En effet w(z + j1,y + j2) = w(z,y) + w(x, j2) + w(j1, j2) +w(j1, y) = w(z,y)

—~ Définition 40.] .

L’algébre de Lie symplectique (g,w) est appelée la réduction symplectique
de (g,w) par rapport a l'idéal isotrope J.

Si en plus J est un idéal isotrope normal, la réduction symplectique est dite
normale.

\. J

Exemple 3. Toute algebre de Lie symplectique qui admet un idéal de dimension un se
réduit symplectiquement, en particulier toute structure symplectique sur une algébre
de Lie complétement résoluble se réduit symplectiquement.

Réduction de l’algébre de Lie affine aff(n,R)
Soit aff(n, R) = R™ x gl(n,R) 'algébre de Lie affine de R™ avec :

L’algébre de Lie aff(n,R) a pour décomposition de Levi
aff(n,R) =sl(n,R) x R

dont le radical résoluble R est le produit semi-direct R = R x R™ ou R agit par
homothéties sur R".
Une forme symplectique sur aff(n,R) est donnée par

w((z, A), (y, B)) = AM(Ay — Bx) + Tr(M.[A, B]),

ou A : R” — R est une application linéaire et M est une matrice diagonale admettant
des valeurs propres distinctes deux a deux.
L’idéal des translations

T = {(z,0) € aff(n,R)/z € R"}

Page 25/44



Algébres de Lie Symlectiques

est un idéal isotrope dans 'algébre symplectique (aff(n,R),w). Or
T+H=Ta{Ac gl(n,R)/Im(A) C ker A}
En effet
w((2,0), (y, A)) = =A(A(2)).

Donc
T+/T = {A € gl(n,R)/Im(A) C ker \}

qui est isomorphe & aff(n — 1, R)).

Proposition 41.}

L’algébre de Lie symplectique aff(n — 1,R)) est la réduction symplectique
aff(n,R) par rapport a l'idéal des translations.

Exemple 4. Soi l'algébre de Lie symplectique nilpotente (L,w), avec
[e1, €2] = €4, [e1,e4] = €5, [e1,e5] = g, [ea, €3] = —e6

et
W= el 1 26 _ 45
Considérons les idéaux isotropes suivants
J1 = (es), Jo = (e3,¢e6) et J3 = (e3, €5, €6)
Notons g; = J{/J1 la réduction symplectique de g par rapport a l'idéal isotrope J;.
o Ji = (e1,e3,e4,e5,¢6) €t §y = (€1,@3,84,85) avec

[e1,e4) =2 et w=e"—2e".

Remarquons que (g,,@) se réduit a lalgébre symplectique abélienne (€4, €5) par
rapport a l'idéal (e3).
o Ji = (e3,ey4,65,¢6) et Gy = (€4,€5) avec G, est abélienne et w = e*.
o Ji =J3=(e3,e5¢6) et g3 = {0}.

—~ Définition 42.] .

Nous disons qu’une algébre symplectique (g,w) peut étre réduite symplecti-
quement en [ étapes a une algébre de Lie symplectique (g,w) s’il existe une
suite de réductions symplectiques

<g7w)7 (glaw1>7 a00g) (ghwl) = (ﬁvw)

Le nombre [ est appelé la longueur de la suite de réduction et l'algebre
symplectique (g,w) est appelée sa base.
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Nous considérons une classe importante d’algebres symplectiques, qui admettent 1’al-
gebre symplectique triviale comme base.

r—[Déﬁnition 43.} \

Une algebre symplectique (g, w) est dite une algébre complétement réductible
si elle peut étre symplectiquement réduite (en plusieurs étapes) a I’algébre
symplectique triviale.

\. J

e Soit (g,w) une algébre symplectique complétement résoluble. Alors elle est
complétement réductible

e Soit (g,w) une algébre symplectique nilpotente. Il existe alors une série fi-
nie de réductions centrales a 'algébre symplectique triviale. (En particulier,
une algébre symplectique nilpotente est symplectiquement irréductible si et
seulement si elle est triviale.)

e Toute algébre symplectique de dimension quatre est complétement réductible.

2.4 Réduction normale

Rappelons qu’une réduction symplectique par rapport a un idéal isotrope J est dite
normale, si I'orthogonal J* est un idéal.
Nous distinguons plusieurs cas particuliers importants de la réduction normale :
e Laréduction normale est dite réduction lagrangienne, sil'idéal J est lagrangien.
Dans ce cas, J* = J et g = {0}.
e La réduction normale est dite réduction centrale, si J est central. Dans ce cas,
g,0] C J-.

e La réduction normale est dite réduction de codimension un, si dim(J) = 1.
Nous allons maintenant analyser le processus de réduction normale. Soit (g,w) une
algébre de Lie symplectique qui se réduit normalement par rapport a I’'idéal isotrope
J. Considérons les deux extensions qui s'imposent naturellement dans le processus de
réduction :

0—J-—g—h—0 (2.1)

0—J—J—3g—0. (2.2)
avec (g = J+/J,w) est la réduction symplectique normale et h = g/J=+, puisque J*
est un idéal. Nous allons montrer que la réduction normale induite sur les algébres
quotients g et b des structures supplémentaires. Plus précisément

0. J* est un idéal bilatéral relativement au produit S.G induit par w.

1. L algébre de Lie h = g/J+ supporte une connexion plate induite sans torsion
telle que l'application de projection (g, V) — (h, V) est une application affine
d’algébres de Lie plates.
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2. L’algebre de Lie symplectique (g,) est munie d’une sous-algébre ¢ C Der(g)
des dérivations de g, qui satisfait une condition de compatibilité par rapport
aw.

2.4.1 La connexion induite sur h

Nous allons montrer que la réduction normale induit une connexion plate sans torsion
sur algébre quotient h = g/J+. Notons par :

Wy - [)XJ — R
(w,z) — wy(u,z) =w(u,x).

,—[Proposition 44.} .

Soit J un idéal normal dans (g,w). Alors on a

1. La représentation adjointe de g induit une représentation
ad), : h —J

2. L’homomorphisme wy, € Hom(h, J*) donné par @ — w(u,.), est un
isomorphisme. De plus, il définit un 1-cocycle relativement a la repré-
sentation adj , donnée par adj u(o) = a(ad),u) avec w € h et a € J*.

3. L’algébre de Lie h = g/J+ supporte une connexion plate sans torsion
notée V, donnée par :

wp(Vat, z) = —w(v,[u,z]), Va,v€bhetz el (2.3)

\. J

Démonstration. Pour a € J la représentation adjointe ad, : g — J, passe au quotient
(car [J, J*] = 0 donc ad,(u+J*+) = ad,u ) et induit une représentation adj, : h — J,
don 1. est vérifiée.

D’une part wy est injective. En effet on a :

ker(wy) ={u € h|wy(T,a) =0 Va e J}
={uebh|w(u,a)=0 VYaecl}
={uech|uecl}={0}

Et autre part dim(h) = dim(g) — dim(J*) = dim(J) = dim(J*). Par conséquent, wy,
est un isomorphisme.
La condition de 1-cocycle de wy relativememt a la représentation coadjointe p = aer
sur J* s’écrit :

oy ([,7]) = p(@)eoy () — p(T)wy ()
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Soit a € J, u et v € g, rappelons que ad‘*Jﬂ(a) = a(ad|,u) avec o € J*. On a

wy ([, )])(a) = p(u)wy(v)(a) — ( Jwy (w)(a)
= ad (W)wy (V) — ad; (V)wy (1)
= wy (V) (ad a(ﬂ))—%( )(ada(?))
= wy (7, ad, (1)) — wy (T, ad,(v))
= w(v, [a,u]) — w(u, [a, v])

w([u,v],a) = —w([a, ul,v) — w([v, a], u).

Cela montre 2.
Enfin, 3. est une conséquence de 1. et 2 O

Proposition 45.}

Si J est central alors 'algébre de Lie quotient h = g/J* est abélien et la
connexion induite est triviale.

Démonstration. En effet, si J est central alors

wp(Vat, ) = —w(v, [u,x]), Yu,ve€bhetxel. (2.4)
entraine que V4o = 0 et que b est abélien. O
2.4.2 Algébre de dérivation induite sur (g,w)

Soit J un idéal isotrope normal de (g, w). En divisant I'idéal J la suite exacte donne
une extension des algébres de Lie.

3 Constructions des algébres de Lie symplectiques

Commencons par un exemple de construction d’algébres de Lie symplectiques sur une
algébre de Lie symplectique donnée.

,—[Proposition 46.} \

Soient (g,w) une algébre de Lie symplectique et § € Z?(g) un 2-cocycle.
Alors w; = w + t0 est une structure symplectique sur g sauf pour un nombre
fini de valeurs de t € R.
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Démonstration. 11 est clair que w; est une 2-forme fermée, il suffit de montrer qu’elle
est non dégénérée. Soit {ey, ..., e, } une base de I'algébre de Lie g et soit {e!, ..., e*"}
sa base duale. Puisque w est non dégénérée, il existe ag # 0 tel que w™ = age* A...Ae*"
et on a pour chaque k € {1,...,n},

WPFAOR = aget AL A e

avec a; € R. Donc,

(w+to)" = Z tRCFWm R A GF
k=1
= (CLO + Z tkCﬁak)el VANPYRVAN €2n
k=1

= P(t)e' A... A
Puisque P a, au plus, n racines, il existe ¢t € R tel que P(t) # 0. Par conséquent,
pour certaines valeurs de ¢, on a (w + t0)"™ # 0. O
Exemple 5. On considére 'algébre de Lie symplectique toty avec

12 34

[e1,€2] = €2, [es,e4] = €4, w=€"+¢
la construction précédente affirme que les structures
12, 34 13
w,=€e"+e" + e, weR

sont symplectiques (on trouve P(u) = 2). En plus on peut montrer qu’ils sont deux
a deuz non symplectomorphes.

3.1 Produit semi-direct symplectique

Dans [13| Medina et Revoy fournissent une méthode de construction d’algébres sym-
plectiques assez générale. Soient (Aj,wq), (A2, wy) deux algébres symplectiques et
r : Ay — Der(A;) une représentation de Ay par des dérivations symplectiques de
Ay, c’est-a-dire vérifiant la condition

wl(r(x)y,z) +w1(y,r(x)z) = 07 S A27 Y,z € Al-

Proposition 47.}

La 2-forme w = w; + wo munit 'algébre produit semi-direct A = A; x,. A
d’une structure symplectique.
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Démonstration. En effet, soient © € Ag, 11 et yo € Ay, on a [z, y;] = r(x)y;, ¢ = {1,2}
donc

]{W([ﬂf,yl],yz) = w(lz, 1l y2) + w([y1, vol, ) + w([y2, 2], 1]
= wi(r(®)y1, y2) + wi(y1, 7()y2),

donc r : Ay — Der(A;) une représentation de A; par des dérivations symplectiques
de A;. Les autres conditions de cocycle sont vérifiées immédiatement. O]

r—[Déﬁnition 48.}

[’algébre de Lie symplectique (A; X, As,w; + wsy) est dite Produit semi-
direct symplectique des algébres de Lie symplectiques (A, wq) et (Ag,wo)
relativement & r.

Remarque 6. [l est clair que Ay est un idéal orthogonal a A,.

Exemple 6. Soit (g,w) une algébre de Lie symplectique tel que D(g)* ¢ D(g).
Soit A un supplémentaire de D(g) N D(g)* dans D(g)*.

D(g)" =A@ D(g) N D(g)"

Alors waxa est non-dégénérée. En effet soit a € A C D(g)t donc w(a,x) = 0 pour
tout x € D(g) N D(g)* C D(g) si w(a,y) =0 pour tout y € A alors w(a,r) =0 pour
tout x € D(g)* d’ou a € D(g) donc a = 0. On obtient donc

g=AD A

En plus A+ est un idéal de g car il contient D(g) et A est une sous-algebre abélienne
de A. En effet soit a1, as az € A et x € A+ d’une part

w(lar, az], ) = —w([z, a1], a2) — w([az, 2], a1)
= 0,

et d’autre part w([ay,as],a3) = 0 car [a1,as] € D(g) et A C D(g)*.
Autrement dit, (g,w) est un produit semi-derect symplectique.

3.2 Extension lagrangienne

Soit (h, V) une algebre de Lie plate, (une algébre de Lie munie d’une connexion V
de courbure et torsion nulles). Nous expliquons comment construire des algébres de
Lie symplectiques (g,w), qui ont h comme algébre de quotient plate (résultant d’une
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réduction lagrangienne). Ces algébres de Lie seront appelées Extensions lagrangiennes
de (h, V).

Puisque V est une connexion plate, elle définit une représentation d’algébre de Lie
x — V, . On note par p la représentation duale, donnée par

p:bh — End(h")
x — plr):{— —EoV,.

A chaque cocycle a € Zg(f), h*) est associé une extension d’algébre de Lie
0—bh" — gy —bh—0
avec gy = h @ b* et les crochets de Lie non nuls sont définis par
[z ylgy = [wyl+alzy)  wyeh

[z, &gy = p(z)§ zebh et Eeh.

Avec [z,y] = V,y — Vo pour z, y € b.
Soit w la 2-forme canonique "non dégénérée" sur h @ h* , donnée par

w(r1,72) = w(&1,&) =0, w(§ z)=E(2),

pour tous x,x1, T2 € h et £,&1, & € b

,—[Proposition 49.} \

La forme w est symplectique pour I'algébre de Lie g si et seulement si

a(z,y)(2) + aly, 2)(z) + a(z,2)(y) = 0,

pour tous z, y, z € b.

Remarquons que h* est un idéal lagrangien.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que w est un 2-cocycle. Pour =, y, 2 € h on a

j{W([w,y]gg,Z) = w(lz,ylgy, 2) + wlly, 2lgy, ) + w(lz, 7lgy, v)
= a(z,9)(2) + aly, 2)(z) + az, 2)(y).
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Pour z, y € h et £ € h* on obtient

74 (i, gl &) = Wl ylazs€) + (9, Elyy, @) + (6, gz )

[z, y]) — E(Vay) +E(Vy2)
= 5([x>y] - ny + Vyl’)

ce dernier terme s’annule, puisque V est sans torsion.
Pour le cas ot € b, & et & € b*, § w([&1, 2,7, &) = 0 en utilisant le fait que h* est
un idéal abélien., O

Définition 50. |

L’algébre de Lie symplectique (gY,w) est dite I'extension lagrangienne de
I'algébre de Lie plate (h, V) par rapport a «.

Remarque 7. L’algébre de Lie symplectique (gY,w) et aussi appelé (par Boyoume)
algébre de Lie cotangente tordue, si o = 0 on obtient l’algebre de Lie cotangente.

Exemple 7. Soit (h,.) une algébre S.G, a € Zg(h,h*) un 2-cocycle, (A ,wa) une
algebre symplectique et v : A — Der(h) une représentation par des dérivations
d’algébre S.G tel que

a(r(a)z,y) + a(z,r(a)y) =0 et r(a)op=por(a)

pour a € A etx,y€Db.

Notons par p : h — End(b*) est la représentation dual du produit S.G et r*: A —
End(b*) est la représentation dual de r.

Soit la structure d’algébre de Lie sur

g=bhdApH"

donnée par

[2,y] = [z,yly +a(z,y) T,y €h

[2,€] = p(x)§ reh, £eh
la,z] = r(a)x ac€ A reb
la,&] = r*(a)¢ ac A, b’
[a,b] = Ja,b]a ac€A beA
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Supposons que « vérifie :

a(z,y)(z) + aly, 2)(x) + a(z,2)(y) = 0

,—[Proposz'tz'on 51.} \

Soit la 2-forme définie sur l'algébre de Lie g =t @ A D h* par

w(z,§) = &(x) zeh, feh’
w(a,b) = wala,b) acA beA
wbheh’,A) = 0

Alors w est symplectique.

\. J

Démonstration. il suffit de vérifier que r + r* est une dérivation symplectique. En
effet poura € A, z, y €het u, v €h*on a

w(r(@)r +ri(apy+v) = (vrla)z) = (r(a)wy)

et

w( + ey +ri(av) = ((a)y,z) = (p,r"(a)y)

3.3 Doubles extensions symplectiques

Le processus de double extension est apparait pour la premiére fois sous forme d’exer-
cices dans le livre V. Kac. Quelques années plus tard, presque simultanément, A.
Medina et P. Revoy et G. Favre et JL Santharoubane ont utilisé la double extension
sur les algébre de Lie quadratiques. En 1991, A. Medina et P. Revoy ont fourni un
résultat analogue concernant les algébres de Lie symplectiques nilpotentes.

Ce processus permet de construire des familles d’algébres de Lie symplectiques et,
dans certains cas, il permet également de récupérer I'algébre de Lie symplectique par
applications successives du processus de double extension.

Soit (g,w) une algébre de Lie symplectique, on veut construire une algébre de Lie
symplectique (g,w) a travers (g,w) de dimension dim(g) + 2. Dans ce contexte, nous
parlons de doubles extensions symplectiques.

Page 34/44



Algébres de Lie Symlectiques

Double extension des algébres de Lie

Soit (g, [.,.]) une algébre de Lie et 6 € Z2(g) un 2-cocycle. On note par (e) = Span{e}
lalgébre de Lie triviale de dimension 1. L’extension centrale de g par le 2-cocycle 6
est I'algeébre de Lie

5(07 6) - (ﬁ@ <6>7 [’7 ]9)

avec

Notons par ker(f) :={z €g|0(z,2) =0 Vz € g}, il est facile de vérifier le lemme
suivant :

~ Lemme 52. N

Soit g(f, €) une extension centrale de I’algébre de Lie réelle g par une 2-forme
fermeée 0. Alors le centre de g(0, e) est donné par :

Z(8(0,¢)) = Z(g) Nker(6) & (e)

\. J

Sur 'espace vectoriel
g=(d) 7o (e)

on définit une application bilinéaire alternée : |.,.] : g X g — g par
[z,y] = [z.y]+0(z,y)e T,YED
da] = )+ M)e reg
d,e] = v+te.

avec, D = (p, A\, v,t) € End(g) xg" x g x R.
Notons par

op(z,y) = o(z,y]) — [p(x),y] — [z, 0(y)]
dA\(z,y) = —A[z,y])
Op(z,y) = O(p(x),y)+0(z,p(y)).

—~
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Remarque 8. Si ¢ est une dérivation et 0 un 2-cocycle alors 0, est un 2-cocycle.
En effet

Fuoronls) = futeleala)+ fullea v
— fulional2)+ fullopn )+ §ullo e

= 0.
,—[Proposition 53.} \
La paire (g, [.,.]) est une algébre de Lie si et seulement si
1. Op =0v
2. 10 — 0, = d\

3. v e Z(g) Nker(0)

\. J

—~ Définition 54. ] .

L’algébre de Lie g = g(D, 0) est dite double extension de (g, [.,.]) par rapport
A (D,0).

Rappelons que D = (o, A\, v,t) € End(g) X g* x g x R.
Remarque 9. 1. ¢ est une dérivation de l’algébre de Lie g si et seulement si
v = 0. En particulier, cela est valable lorsque Z(g) Nker(f) = {0}.

2. L’algebre de Lie §(D,0) est un produit semi-direct g(D,0) = (d) x (g (e)) de
I algébre de Lie abélien (d) avec extension centrale § @ (e) relativement a la
dérivation D € Der(g @ (e)) donnée par

D(z) = ¢(z)+ Ax)e rEQ
D(e) = wv+te.
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Démonstration. D’ une part, pour x, y € gon a :

f[[CL oyl = [ld, 2yl + [z, 9], d] + [ly, d], 2]
= [p() + Ma)e,y] + [[o,y] + 0(z, y)e, d] — [p(y) + My)e, a]
= [p(2),y] +8(e(x), y)e — p([z,y]) — A([z, y])e — O(z, y)v

—t0(z,y)e — [p(y), z] — O(¢(y), v)e
= (Dplz,y) — Oz, y)v) + (0,(x,y) — t0(z,y) — (T, y]))e

d’ou 1. et 2.. D’autre part, on a pour x € g :

Fllseld) = (el + [levdl, ) + [1d. o],
= 0+ [v+te,z]+0
= [v,z]+0(v,x)e,
d’ot v € Z(g) Nker(f). Les autres identités de Jacobi possibles sont immédiatement
vérifiées. u
,—[Proposition 55.} \

Soient g une algebre de Lie nilpotente, supposons que ¢ est une dérivation
nilpotente et que ¢t = 0. Alors la double extension g = g(D, 6) est une algébre
de Lie nilpotente.

\. J

Démonstration. En appliquant le théoréme d’Engel, il suffit de montrer que la re-
présentation adjointe de g est nilpotente. En effet, notons par ad la représentation
adjointe de g et par ad la représentation adjointe de g, on a pour n € N, (n>2):
ad” = ad, pour z € g et ad} = "

m

Exemple 8. Les algébres de Lie de dimension 4, doubles extensions des algébres de
Lie de dimension 2, sont :

Type I Type 11 Type 111

[e1, €2] = €a + zey les, e1] = xeq + yes + Aeq | ler, ea] = fey

les, e1] = yea + Areq le3, e2] = ze1 + fea + Aaey | [e3,e1] = ey + yea + Aiey
leg, 2] = zea + w(z — t)ey | [e3,€4] = vi€1 + voes + tey [63, es] = zey + heg + Aaey
[es, e4] = tey le1, e0] = (x + y)ey
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Doubles extensions symplectiques. Soient (g, @) une algébre de Lie symplectique
et g = (D, 0) la double extension de (7,[.,.]) par rapport a (D,#). Nous donnons
deux maniéres différentes de construction d’une forme symplectique sur g.

La premiére construction consiste a considérer une 2-forme non-dégénérée w sur g et
chercher les conditions pour que w soit un 2-cocycle, tandis que pour la seconde on
considére un 2-cocycle et on cherche les conditions pour que w soit non dégénérée.

3.3.1 Double extension symplectique

Soient (g,w) une algebre de Lie symplectique et g = g(D, #) la double extension de
(9,[.,.]) par rapport a (D, 0). Rappelons que D = (¢, A\, v,t) € End(g) x g" x g x R.
Nous présentons une construction que nous appelons Double extension symplectique
ou Oxydation symplectique qui généralise I’Oxydation symplectique "centrale” donnée
dans [2].
Soit w la 2-forme non dégénérée sur g donnée par :

l. w=wsurg

2. w(e,r) =w(d,x) =0, reEQ

3. w(d,e) =

,—[Proposition 56.} |

Soit g = (D, 6) la double extension de (g, [, .]) par rapport a (D,#). Alors
(g,w) est une algébre de Lie symplectique, si et seulement si

Ge=0 @ w=0

Avec Wy(z,y) = w(pz,y) + w(z, ¢y).

Rappelons que v = 0 si et seulement si ¢ est une dérivation de 1’algeébre de Lie g.

Démonstration. Soit z, y € g on a d’une part :

]{w([%y]yd) = w(lz,yl, d) + w(ld, 2], y) + w((y, d], x)
w(

[z, y] + 0(x,y)e, d) + w(p(x) + AMx)e,y) — w(p(y) + A(y)e, x)
= —0(x,y) +@(p(r),y) —D(p(y), )
= z,y) — 0(z,y).

|
gl

v
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Et d’autre part on a :

Fudela) = wlldeln) + wlle,sl,) + e .0
w(v+te,x) — w(p(x) + A(x)e, e)
W(v, ).
Il est facile de vérifier que les autres identités de Jacobi sont vérifiées. n

Soient (g,w) une algébre de Lie symplectique et ¢ € Der(g) une dérivation de P'al-
gébre de Lie g, vu la Proposition 50, 'extension centrale g@ (e) se fait nécessairement
relativement a 6 = @, notons par 0, = W, ,. Alors [tw, — W, € H*(F) se présente
comme une obstruction a l’existence d’une double extension symplectique.

r—[Corollaire 57.} \

Soient (g,w) une algébre de Lie symplectique, ¢ € Der(g) une dérivation et
t € R . Il existe alors une double extension symplectique si et seulement si
la classe de cohomologie [tw, — W, ] € H?(g,R) est nulle.

\. J

r—(Déﬁnition 58.} \

[’algébre de Lie symplectique (g,w) est appelée double extension symplec-
tique de (g,w) par rapport a (p,t) € Der(g) x R.

\. J

Remarque 10. 1. Soit (g,w) est Uozydation symplectique de (§,w) par rapport
a (p,t). Alors Ualgébre de Lie (g,w) est une réduction normale de (g,w) par
rapport a l'idéal J = (e).

2. Sit =0 on retrouve la notion de loxydation centrale introduite par Baues et

Cortés [2] qui coincide aussi avec la notion de la "double extension classique”
introduite par Medina et Revoy [13].

Exemples 1. 1. En dimension 4, l’algebre de Lie symplectique (044,00 = —de?)
avec
et,a #£ 1,2

N —

leq, e1] = aer, [eq,e0) = (1 —a)es, a>

[61762] = €3, [64763] = €3

est une double extension de l'algébre de Lie abélienne § = (e, ea) par rapport
a (p,1) avec p(er) = aey et p(ez) = (1 — a)es.
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2. On considere 'algebre de Lie symplectique § = toTo avec
le1,ea] = €a, [e3,e4] = €4, et W = e'? + &3 + pe'?
les dérivations de too sont de la forme
ple1) = cez, p(e2) = aes, ples) = fes, p(es) = bey
un calcul donne
O, = ae'?+be*

©
- _ 2,12 | 12 34
Wy, = ae” +be

et W, — Wy = dA, avec A = (a® — ta)e* + ((b* — th)et.
La double extension symplectique de (§,w) par rapport a (p,t) est :

g=(e5) Do D (es)

avec
le1,e9] = e+ aeg
[e3,e4] = €4+ beg
les,e1] = ceq
[es,ea] = aeq + (a® —ta)eg
les,e3] = fey
[e5,e4] = bey + (b* — th)eg
les, €] = teg.

et w = e'? +e3* + . Remarquons que g est une algébre de Lie résoluble non
nilpotente.

3.3.2 Double extension symplectique au sens de Vallarte et Salgado

Dans [14] Vallarte et Salgado ont présenté une nouvelle notion de la double extension.
Soient g une algébre de Lie et g(0, ¢) = g (e) 'extension centrale de g par le 2-cocycle
6 € Z*(g).

Soient D = (p, \,v,t) € End(g) xg* xgxRet (g=(d) ®gd(e),],.]) avec

[z,y] = [z, y]+0(z,y)e T,YyEP
[d,z] = @(x)+ Xax)e rEQ ()
d,e] = v+te,

la double extension de 1’algébre de Lie g par rapport a (D, 0).
Notons par "d” I'opérateur différentiel (de Chevalley-Eilenberg) sur I'algebre de Lie
g et par "d” Popérateur différentiel sur ’algébre de Lie g.
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r—[Théoréme 59.]

Soit (g,da) une algébre de Frobenius, considérons une extension centrale
g(0,e) de g par 0 et soit f = a + ce* € (g(f,e))*, ¢ € R. Alors la double
extension g(D, #) de g par le couple (D, 0) est une algébre de Frobenius avec
la forme symplectique exacte wy = df pour certains ¢ € R et (v,t) € g x R
tel que B(v+te) #0 .

\. J

Exemple 9. On considére ['algébre de Frobenius de dimension 2 donnée par

(g = <61762>7 [61, 62} = €g,W = d€2)

L’algébre de Lie
g=(e3) T D (e4)

double extension de (g,w) par rapport a
(0 =0,Me1) =1,Aex) = —t,v=0,t,0 = e'?).

est donnée par

le1,e2] = ext+ey
[637 61] = €4

leg, 0] = —tey
les, €4] tey

On déduit les équations de Maurer-Cartan
de? = e et de* = €' + ' — te® — te*
Alors B = e+ ce* on a dB est non-dégénérée si et seulement si ct # 0.

Démonstration. Soit B = {eq,...,ea,,d, e} une base de 'algébre de Lie g(D,0) et
B* = {e!,...,e?", d*, e*} sa base duale. La donnée D = (p, \,v,t) € End(g)xg" xgxR
s’exprime dans la base B par

2n
ple) = > ghej, @ eR
j=1

)\(el) = )\i, )\ZGR

2n

vo= Zviei, v; € R.

i=1
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En utilisant (), on trouve pour k € {1, ...,2n} les équations de Maurer-Cartan

2n
def = def + Z ppe’ Nd* +vge* A d*
i=1

2n
de* = =0+ MefAd +te" Ad".
k=1
2n
D’autre part si a = > ape® on a
k=1
2n  2n 2n
da = da+ Z Z ozmo}%ei ANd* + Z apve” N d*.
k=1 i=1 k=1
Alors
dg = da+ cde”
o2n  2n 2n 2n
= (da —cf) + (Z Z arphe’ AN d*+ Z opvpe AN d* + CZ Nie' Ad* + cte* A dY)
k=1 i=1 k=1 i=1
o2n  2n n
= (da —cf) + Z(Z arpl + et AdF + (Z gk + ct)e’ A d*
i=1 k=1 k=1
2n

= (da—ch)+> Al Nd"+ Be* N’
=1

= X+Y

avec
2n 2n

X =da—cf, Y = ZAZ-ei/\d*+Be*/\d*, A; = c/\ﬁ—z appl, et B = B(v+tte).

i=1 k=1

Il est facile de voir que X* = 0 pour k > n+1 et que Y* = 0 pour k£ > 2, on obtient
alors

(X+Y)"™ = (n+1)X"AY

Aprés un calcul on trouve

(X+Y)"™ = n+1DX"AY

= (n+1)B(da—cd)" Ne" Nd".
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r—[Théoréme 60.]

Soit (g, w) une algébre de Lie symplectique et g(6, e) Pextension centrale de g
par 6 € Z*(g). Alors la double extension g(D, 6) de g par le couple (D, 0) avec
I’hypothése t # 0 est une algébre de Lie symplectique de forme symplectique
w = W + cde* pour certains ¢ € R.
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